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Introduction 

Cet ouvrage d* Analyse Mathematique s'adresse aux etudiants des fi litres 
if Economic et de Gestion. Ce premier tome couvre le programme du 
premier semestre, le deuxieme tome celui du second semestre 
conformement a la nouvelle generation des Licences fondamen tales. 
Le but de ce cours est de fournir aux etudiants des outils d' analyse 
mathematiques simples, maniables. sans formalismes excessifs, pour 
pouvoir resoudre des problemes d'examens et duplications en 
economie et gestion. 

De nombreux exercices sont proposes a la fin de chaque chapitre 
permetiant aux etudiants d'appliquer les notions vues et de verifier et de 

fortifier leur comprehension. 

M. El Merouani 
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Contenu du Tome 2 



D£veloppements limites. 
Integrates impropres. 
Series numeriques. 
Fonctions de plusieurs variables. 
Integrates Multiples. 
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Chapitre : 



Fonctions et Applications 



I. Fonctions : 



1. Definition ct particularites : 



On appelle une fonction j d'un ensemble E vers un ensemble/**, toute 

relation de E vers F associant a chaque element de E un element au 
plus de F . 



E ensemble de depart 
F ensemble d' arrive e 




Or ensemble ou domaine de 
definition de / 

• Si /n'est pas une fonction. alors / est une simple correspondance. 

• Si F=IR ou a une partie de IR . alors / s'appelle fonction reelle. 

• Si E-IR ou a une partie de//?. alors / 5* appelle fonction dime 
variable reelle. 

• Si E et F ' sont eeaux a IR ou a une panie de//*?. alors /" 
s'appelle fonction reelle d'une variable reelle. 
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Analyse Mathematique Fonctions et Applications 

2. Fonctions monotones : 

Soit / une fonction numerique de variable reelle, alors on dit que / 

est: 

Constante si ; f(x)=j(y) pour tout (,r,.v )eIR 2 . 

Croissante si ; .*< _Y=>/U)</(y) 

Strictement croissante si ; x<y=>j{x)<f(y) 

Decroissante si ; .v< j=>/(.v)>y(v) 

Strictement decroissante si ; X<y=>f(x)>f{y) 

Monotone si elle est soit croissante, soit decroissante. 
Strictement monotone si elle est soit strictement croissante, 
soit strictement decroissante. 

3. Graphe d'une fonction : 

Soit /une fonction numerique de variable reelle. 

Le graphe de / est une partie de IR : a savoir c'est Tensemble des 
couples [X t fipc)) pour tout XEDi domaine de definition de/. Alors 

dans un plan muni d'un repere orthonorme, le graphe ou la courbe 
representative ou la representation graphique est constitue par les points 

de coordonnees (xj{x)) oil .v decritD/ . On la designe generalement 
par(O). 
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IR-=IRxJR 




IR 



Remarque : 

A toute fonction numerique correspond une unique courbe 
representative, mais la reciproque n'est pas vraie. 

Exemples : 

1 ) La droite « verticale » d'equation x=a . avec a un reel donne. 

n'est representative d'aucune fonction. 







M 




y 











a 




W 

X 



2) Le cercle (C) de centre Oet de rayon 1 correspond au 
« recollement » des courbes representatives de deux fonctions ; en 
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A 



effet : M(x,\)e(C) si, et seulement si, la distance de O a M 
vaut 1 . 

Cest-a-dire x 2 +y 2 =l 2 ou encore y 2 =1-jc 2 , d'oCi y=±<Jl-x 2 . 

y 

Mx,y) 




Soit f:x\-*^l l-x 2 et g:*i-» — -^ 1— jc 2 . 
Done la representation graphique de ces deux fonctions sur le meme 
repere donne la representation du cercle (C) qui n'est pas une fonction ! 
Exercice : 

Quelle est la signification gSom&rique de 1' integrate /« = [ J\—X 2 dx ? 

En deduire la valeur de fa . 

Solution : 

II est clair que fa repr^sente la surface du premier quadrant du cercle 

(C) de I'exemple precedent, exprimee en « unites d'aire ». 

Or. la surface d'un disque est donnee par S=ftr 2 ou r est le rayon du 

cercle (C) el /T=3J416... 

Comme ici r=l la surface du disque vaut 71 et celle du premier 

quadrant » (on a un quart du disque). 



in 
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Done 




II. Applications : 



1. Definition : 



£ et F etant deux ensembles, on appelle application / de E dans 

F , toute correspondance f qui a chaque element .v de £, fait 
correspondre un element et un seul ; note ./(.v)e F . 




Diagramme sagittal d*une application f 

Remarque : 

Une fonction /est une application de son dornaine de definition vers 

ww ensemble d'arrivee F 



II 
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Mais en g£n£ral, une fonction n'est pas une application. 
2. Application bijective : 
a) Definition : 

On dit qu'une application / est bijective ou c'est une bijection d'un 

ensemble de ddpart E vers un ensemble d'arrivee F si chaque element 
de F admet un unique antecedent dans E. C'est-i-dire : 
V><e F\ 3 \xe E tel que f{x)=y 
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Remarque : 
Si f est bijective alors cardE=cardF 

b) Reciproque d'une application hijective : 
Definition : 
Suit / roe application bijective (Tun ensemble £ vers un ensemble 

F . 

Notons /'"'(v) runUuie element X de Etelque: /U)=v 

Alors. 1" application notee /"' : F^>E s'appelle application reciproque 
de / 

/"' est alors une bijeclion de F dans E . 
III. Composite de deux applications : 

1. Definition : 
Soient E,F,G trois ensembles el / § deux applications lelles que : 

/: E—>F et X'-F — >G 

1 ggj 



On detlnii la compost de /el gcorame etant ['application notee 
go/ detlnie de £ \ m G par : V.ve E\ gof (v)= i>(./< x)J 

2. Proprieles : 
Soient /:. F.GM qualre ensembles et /get ft trois applications telles 

que: f'£-*F % g\F-*G e. h.G^H. 
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■ La composition des applications nest pas commutative: 
f°g*g°f 

■ La composition des applications est associative : 
(fog)>f=fa(g*>f) 

■ Si /est bijeciive et g est bijective, alors g°fesl 
bijecttve. 

3. Reciproque de la composee de deux applications bijectives : 
Soient E,/\G trois ensembles et f t g deux applications bijective telles 
que : 

/:£-»Fet g:F^>G 

S°I 



alors les bijections reciproques seront : 
g- l :G->F et /':/ r - 

I /-'og-' 



etona: ( go /)'=/-'o g -' 

Rappel : On appelle application identite de E % notee id L . celle d£finie 

par 

Remarque : 

Soil J me application bijective de E dans F. et /"' sa bijeclion 

reciproque de F vets E . On a : 

./■-'<>/=/</, 



/«./' '=/</, et 
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/:£-*Fet f-':F 
•-'n/=?W,- 




Eneflet: / l o/( , v)=/'(/(.v))=/- | (v)-v avec 

/(.v)=.vo/ '(y)=.v 
Done f'of(i) = x; V.ve £ 
De meme 



V VG F, on a : /o/-(v)=/(/-'(y))=/(.v)=v. 



Exercices : 

I- - On considere ' l"ensemble £"={(). l}. A chaque 
couple (.v. y ) e Ex£ . on associe le nombre x+y—xy . 

A-t-on line application de ExE vers £" "? 
II.- On considere la correspondence / qui a tout reel X fail 

correspond re ;V : . 
1 1 / est-elle line application bijeclive de IR dans IR ? 



2) f est-elle unebijection de IR dans [R' ? 

3) / est-elie une bijection de /tf dans //?? 




->r/ 



I? 
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4) / est-elle unc bijcction de IR* dans IR^ 1 Si oui, determiner sa 
bijection reciproque /"' et verifier que /-'o/=/Y/,^ et que 

/:f0,2[-»[0,+oo[ 
III, - On considcre : / v 

S'assurer que e'est bien une application bijective. Expliciter la 
fonction reciproque f~ l de f . 

IV. -Soit f une application telle que 

/ : IR-+IR 

.vh2-.v j 

/est-elle bijective ? 

V.- Soit/ r application de //V*dans [0.9] definiepar : 

. 8 16 

/:/i->l + — 

n n~ 

1) S'assurer que/est bien une application. 

2) L'application/est-elle bijective ? 

VI.- Solent / une application d'un ensemble E vers un ensemble F, et 
g une application de F vers un ensemble G. Demon trer que si (goj) et 
(fog) sont bijectives. alors f et g sont bijectives. 

VII.- On considere quaire ensembles E, F, G, H el trois applications 
/:E-»F; giF->G: h:G—> fi . 
Montrer que go/et hog sont bijectives si. et seulement si./ # et // le sont. 
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Chapitre 1 : Generalites sur les fonctions 

reelles d'une seule variable reelle 

[.-Introduction : 

Definition : 

Line fonclion reelle d'une variable reelle est une application 
/definie sur une panic D dc ft? dans IR . 

f.Ds-^IR 

XH>f{.\) 
D; est appele le domaine de definition de / . 

Exemple : 

La fonction /definie par / <.v)=l+.v- est dc domaine de definition 

D=IR. 

La fonction £ definie par £(.v)=^-rJ-est de domaine de definition 

NX 

1 1.- Pari te d'une fonction : 

Soil D< une partie de IR el une fonclion reelle dune variable 
reelle /:/>->//?. 

■ /est dite paire si : V.V€ D \ /(-.v) = /(.V) 

• /est elite impairesi : VxeD/\ /'(- V)=- j'(X) 

Examples : 

■La fonction f(x)~x 2 est paire sur IR car /(-v)=(-.v) : =.v ? =/(.v). 
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car 



5*. /s ,.-r-f J-re 

■La fonction J?(.v)=a* 3 est impaire sur IR 

^(-.v)=(-.v)'=-.v^- i? (x) 

Remarque : 

■Si line fonction /est paire. les points A(x {l .f(x, ) )) el 

B\— Xi, ,/ (— x ft )) sont symetriques par rapport a Paxe Ox . 

■Si une fonction / est impaire. les points M (x, t , f (x,,) ) et 

N(—Xn 9 f(—.\i,)) sont symetriques par rapport a l'origine O du repere. 
Evemples : 




O&L 



-Vo 



* 



V 



/(-Vo) 



/(*)=*' 



-.v„ ! 




-fU,)=f(-x.) 



IS 
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Fonctions reel les d'une variable reelle 



II suffit done d'etudier les fonctions paires et impaired sur Dtf]/R-e\ 
d'en deduire le reste sur DtCllR- par symetrie par rapport a l*axe Ox 

pour les fonctions paires ou par rapport a Torigine Opour les fonctions 
impaires. 

III.. Periodicite d'une fonction : 

On dit quunc fonction reeiie d'une variable reelle f est periodique s'il 



existe 



un 



nombre 



TelR 



tel 



que : 



V.veD/; x+TeD f ; /(.v+7 )=/(*) 

Le plus petit des nombres TelR* qui verifient I'egalite preccdente 

(lorsqu'il existe) est appele periode de la fonction/. 

Si / est periodique de periode 7. on l'etudie sur un intervalle de 

longueur 7\ parexemple [OTj 




19 



4ETUSUP 



.com 



Analyse Mathematique 
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Exemple : « La panic entiere d"un reel » 
■ Soit xeIR, On appclle partie entiere de A. notee E(x) . l'unique 

entier /?£ Z tel que n < x < /H-l . 

Ainsi E(l,2)=l car IS 1,2 < 1+1=2 

et E(-i,2)=-2 car -2<-1.2<-2+I=-l 

On peut montrer que E{x+\ )=E(a*)+1 ■ en effet : 

On peut ecrire E(a)<a-<E(a)+1 . 



done 



E(.y)+I < a+1< £(a)+I+1=E(a)+2 



Aussi pour a+1 , on ecrit ; EU+1)<a+1<E(a+1)+1 

D'ou £(a'+I)=£(a)+1 

■ Soit /'lafonctiondefiniepar /(.v)=.v— E(.v); ealculons /(.v+1) 
/ (a:+1 )= y+1 -EU+1 ) mais on a vu que £{.v+l ) = E(.v)+1 
donc/(.v+I)=.v+l-E(A)-l=A-EU)=/Cv) 
d'ou /est periodique de periode I . 

V 



. 
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IV.- Fonctions bornees : 

SoitA un sous-ensemble de //?. 

• L'ensemble A est dit majore. s'il existe M e IR tel que 
Vxe A: x<M. 

M est appele « un majorant de A », et le plus petit des majorants 
s'appelle la borne superieure de A. 

• L'ensemble A est dit minoree. s'il existe me IR tel que 
Vx e A : m < a . 

m est appele « un minorant de A », el le plus grand des minorants, 
s'appelle la borne inferieure de A. 

• L* ensemble A est dil boni£ s'il est, a la fois. majors et 
minore. 

Soit/ une fonction reelle d'une variable reelle. 

• /est dite majoree sur D f si 3M e IR tel que 

/(.r)<M:V.v€D,. 

• /est dite minoree sur D/si 3/// e lR\e\ que 

m</(-0;V.v€D r 

• /'est dite bornee sur D, si elle est a la fois majoree et minoree 
sur D f c'esi-a-dire si 3m, M e IR tels que m < /(a) < M . 

Va<=Z),. 

En fait, test dile bomee lorsqu'il existe un reel M" fixe tel 
que: V.v€ D, ;|/U>|<M\ 
Interpretation uraphique : 
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Lorsqu'une fonction f est bornde, sa courbe representative se 
situe alors dans une certaine bande horizontal ; 




Exemples : 

1 ) /(.v) = cos x est bornee sur IR. 
Car |cos .vj < I <=> -I <cos.r < l;V.ve IR. 

2) g(x) = x 2 n'est pas bornee sur IR. mais elle est bornee (par 
exemple) sur [0,5] ; |, ? (.r)| < 25. V.re [0,5]. 

3) h(.x) = — n'est pas bornee sur ]().l]. 



Exercice : 



Montrerque la fonction 



/: .VH>/(.v) = --l T 

l+A" 



est bornee 



Solution : 

On petit eiudier les variations de iou encore raisonnercomme suit : 



Pour |AJ<l.ona: |/(. vl | = — Ll_<| J < 
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(car I + r > I ) 

. i H W 1 
Pour a > 1 . on a : /(a) = -i-1— < i_L = < i 

l+J* A' |aJ 




\ 

(car l + .r >.r) (car|.\j>l) 

Done dans tous les cas ? |/U)| £ I - 

(L'idee de la demonstration est basee sur le fait que Ton a |a| < I + \ : ; 

tantot parce que |.ij < I . tantot parce que Ijcj < x 2 (si j.vj > I )). 

V.- Limites d'une fonction : 
1- Definition : 

On dit qu'une fonction reelle /d'une variable reelle X admet £€ //? 

lorsque .v tend Ah et on note lim/(x)=( si, et seulement si, 

I— no 

(V£> 0);(3J7>0); (v.re D^;0<|a-x-,|<^|/(.v)-( 

"' 1 



ti+e 



%" 



<e 



( 



t-e r 



J 



t 
fix) 




.v..-/; .vn+/; 

An 
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Remarque : 

Dans la definition precedente et dans les definitions des limites qui 

suivent, il n'est pas necessaire que / soil definie au point a<> pour qu'elle 

admette une limite (, pour .varbitrairement voisin de .\i>. Mais, il est 
necessaire que /soit definie pour des valeurs « aussi voisines que Ton 
veut » de JO.pour qu'on puisse envisager de parlerde limite eventuelle de 
/pour A'arbitrairement voisin de Xb. 

Propriete : 

Si / admet une limite au point & . alors cette limite est unique. 

2- Limite a droite et limite a gauche : 

■On dit qu'une fonction reelle /d'une variable reelle X admet une 

limite t a droite au point .v»etonnote lim/(x)=^ou lim/(.v)=/'si, et 

»+4 x-*.< 



A>. 



•t) 



seulement si, 

(Vf> 0);(3/7>0); (V.v€ Dt ; x<<x<x>+rj)=>\f{x)-(\<£ 

■On dit qu'une fonction reelle /d'une variable reelle X admet une 
limite i a gauche au point _v»etonnoie lim/(.v)=' ou lim/(xW*i, 



»^ I, 



el seulement si. 



(V£>0);(3/7>0); (Vxe D, :xo-rj<x<xo)=>\f(x)-' 



<e 
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Exemple : 

Soil la fonction reelle /'de la variable reelle X definie par 

Son domaine de definition est Dt=JR ; ( /Vest pas definie en zero) el 
soit A"n=0 . 

On a : si A>0alors /(y) g = £*fl 

si jr<0alors fQQ m ~* =4*-J 

lim/(.v)= lim/(.v)=l et !im/(.v)= lim/(.v)=-l 



iMl 



r<0 



Done, 
Resultat : 



lim/(.v)^Iim/(.v) 



!-)»- 



lim/(,v)=/ <=> lim/(.v)= \\mflx)=L 



I.imitesinfinies : 

Soit XuSlR. Par definition : 

■ lim/(.v)=+°c<=> (V/\>0);(3^>0):iel que 

(o<\x-x,\<rj)=>f{x)>A 
•jim/(.v)=-oo < =>(V / 4>0);(37>0);tel - 
que"("o<|A-,„|< 7 )=>/(.v)<-^ ** - lRU V"" "4 

'fi!£/t*H (avec *«'*>** (Vf>0);(3^>());tel que 

(.v>S)=>|/(.v)-/|<f 

»Hm/(x)=( (avec /G/ye)«(Vf>0):(3fl>()):tel 4 ue 
(.v<-tf)=>|/(.v)-'|< f 
■ !i, I ? 1 „/ (v)=+00<=> (V/4>0);(3fl>0):telque (.v>fi)=>/(.v)>y4 



2? 
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lim/U)=-oo<=>(V/i>0);(3B>0);teIquc (x>B)=>f(x)<-A 
lim/(jc)=+oo<=> (Vi4>0);(3B>0);telque (x<-B)=>f(x)>A 
lim/(.v)=-°°» (VA>0);(3fi>0);telque [x<-B)=>f{x)<-A 



«-+-«* 



3- Operations sur les limites: 
Somme : 


• 


Si /a pour li mile 


etsi ga pour limite 


alors f+g a pour limite 


fi 


( : : 


tl+Cl 


1 


+00 


+00 


f 


—00 


—OO 


+00 


+00 


+OC 


— 00 


—00 


— 00 


-f-00 


—00 


On ne peut conclure 



Produit : 












Si 


/ 


a pour limite 


et si 


g 


a pour limite 


alors \fg 


a pour limite 


t\ 


(2 


(J.2 


&o 


+00 


+00 





1 +°° 


On ne peut conclure 


+00 


+00 


+00 



Quotient : 














1 Si |/|a pour limite 


etsi 


s 


a pour limite 


alors 


g 


a pour limite 


':, 


(:*Q 


1 2 


frO 





+00 








On ne peut conclure 


I 


-1-00 





+ oo 


i 


+CO 


1 +00 


+0Q 


On ne peut conclure 
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Conclusion : 

Les quatre formes indeterminees sont : (+°°)-f(— °°); Ox(+°o); * et 

-j-oo 
+00 

Cela ne signifie pas que c'est impossible de determiner la lirnite mais 
pi u tot les regies elementaires ne suffisent pas a determiner le 
eomportement de la fonction. Alors on procede a enlever 
redetermination par d'autres methodes. 

4- Applications : 
■ Lorsque A* tend vers +00 ou -00 ; (oute fonction polynome de la 
variable reelle X a meme limite que son terme de plus haut degrS. 

lim P(x)=\im{ch+a\ x+a 2 x--\ — \-anX")=l\m(a«x") 

Exempie : 

Hm(2x 5 +xM)=lim(2v 5 )=+ooet lim(2v 5 +x- , -l)=lim(2r 5 )=-~ 

■ Lorsque A' tend vers -H»ou — <» ; toute fonction 
raiionnclle de la variable reelle A" a meme limite que le 
quotient des termes de plus haut degre du numerateur et du 
denominaieur. 



.. P(x) ,. ao+£kx+—+(hxr .. J an** ^ 

lim-T— — =lim-| — ; ; =Iim 1 

*-** Q(x) *-»* fe+ft x+- • •+arjr B ^\h„x m > 

Exemple : 

.. A-+A-1 .. X' 1 
*-»+" 2v-+J *— *2v- 2 

.. lt*+.rM .. lv< .. . , 
lim— r-= — =-=Imi — r=lim2v-=-oo 
f*—x-+2x*t3 *— - x- '-*— 



27 



^ETIMJP 



.com 



Analyse Math^matique 



Fonctions r^elles d*une variable reelle 



Exercices : 

L-determiner le domaine de definition et etudier la parite des fonctions 
suiv antes : 



i) 



l-.v 



_ IgX — X 

2)4 



3)sin(* 2 ) 



a cos* 



4) cos Or 3 ); 



5) Log 



1 + * 
l-.v 



6) Log 



1 +x- 
l-x 



* II.-Etudier les limites, dans les cas indiques, des fonctions suivantes 
l-.v 



1) 






quand x -> 1: x : — » -«> 



2) r-^ r~ quand x— >-l; a- -» 2; a — »+«> 

a- - 3.v" + 4 

r-9 

3) — quand .v — » -1; x — > 3; a — * ±°° 

.V - 2x - 3 
4) quand x— > 1 



a — 



5) 



1 



VhTv-i 



quand x— »0 



6) Va 2 +2.v + 5 - .v quand a -» -°°; a — » +°o; 
1 I 



7) 



8 



l-.v 1 - v 

■JxTl-2 



quand X — » 1 



quand x — » 2 



Va +7-3 
IH.-Calculer les limites suivantes : 



Ji + COS A - 2 

1°) UmJ ; 

X 



2°) lim 



sin a 



i->n 



v -»•»•»■ r 



2s 
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M ,. sin a 
3°)lim — — 

Mi -Jx 
IV.-Calculer les limites suivantes : 

j_ 
l°)lim(.v : + l)f" ! 

3°) Iim(cos xiLog tg x) *■ 



T 

I - 



5«)lim^ 
*-* sin 3.v 



V.- Les fonctions suivantes admettent-elles une limite en Xq ? 

Cro=0) 



„ cos x si x < © 

D/WH - A n - 

sin A' stx>Q ° 



2) fix) = 



sin (71 x) si 0<a-<1 

Log x si i < x < 2 



(ao=1) 
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Chapitre 2 : Fonctions Continues 

I, -Definitions : 

Soil f une fonction r£elte de la variable reelle x definie sur un intervalle 

/ contenant Ab . 

■ On dit que f est continue en An si, et seulement si, lim/(A")=/(xo) . 

■ On dit que / est continue a droite en A*> si, et seulement si, 

lim/to=/W 

■ On dit que /est continue a gauche en Ab si, et seulement si, 
Hm/Cv)=/(x) 

Resultat : / est continue en XoE /<=> / est continue i droite et & 

gauche en Xtt 

■ On dit que /est continue sur un intervalle si. et seulement si, elle est 

continue en tout point de cet intervalle. 
Exemple : 

[ • - A " : ~ 1 • • 

Soil la fonction / definie par I J ( x ) ~ . "" 7" SI AT # 1 . 

1 f(D = -2 

/est-elle continue en Xi>=\ ? 

Calculous lira/Oc); 

A-tl 

rj ^ X : -\ (.V-'-l )( 1+Va") (A---l)(l+^ : ) . ..w*./^ 
On a f(x)= t-=- r- 7—= j =-U+I )( 1+Va) 
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D'oi.lim/(.v)=-4*/(l)=-2 

i — » I 

Done / n^est pas continue en 1 







/(*») 



o 



.V.i 



Representation graphique de la discontinuity en Aod'une function/ 

Il.-Operations sur les fonctions continues : 

■ Soicnt / ot # deux fonctions reel les definies sur un intervalle 

/ contenant Jtfoet settle ffi . 
Si / el g son! continues en Xa a lors les fonctions f+g ; Zf ot /gsani 



continues en A». 



/■ 



Si. de plus. P (.Vo)^0 , alors — ei — so»nt aussi continues en Xa 

g 8 

[Cela ivsulte ties propriety des I i mites des fonctions 



Soieni /et J deux interval les de IR . 
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Si j :/— »7 \g\J —*lR\f est une fonction continue en X&Iet si 
gesi une fonction continue en/(.v»), alors la fonction g Q f(\'d 

compostfe de f tig) est continue en An . 

Applications : 
Touie fonction polynome est continue en tout point de IR . 
Toute fonction rationnelle est continue en tout point ou elle est definie. 

III.- Complements sur la continuity : 

Un intervalle /de //?est une partie (un sous-ensemble) de //?qui 

verifie la propriete suivante : V.v, , X 2 G I \ yc x 9 A\|C / , c ? est a dire : si 

.Vest tel que .V, <X<X 2 alors XG I . 

Exemple : <«?vJrN n* > I ♦ I * , \» 6, * , 

L'ensemble /=[0*3[est un intervalle de IR . 



3 



-V: 







Xt 



IR 



On a Wen : si A', +x*e I alors ].v,. v : [c[0.3[ 

Alors que. r ensemble ./=[(). 3[U [4. 5jn*est pas un intervalle de //f .car 

si _v, =1 et A* : =^eV mais ]l,9/2[ n'est pas inclus dans J 
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E E 







3 



9/2 



//? 



Resultat : 

Si /est continue sur un intervalle alors r image par /de eel intervalle 

est un intervalle. 

Explication : - 

/continue sur /(intervalle)] fU)=J intervalle 

V.v, , \ 2 e 1 ; k , a : [c / f ^H v . v > ■ 3** J ; l v ' - - v -t c7 
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Si j est continue ei strictement monotone sur un intervalle / . alors : 

• / esi une bijection de / sur 1* intervalle /(/ ) 

• /'est une bijection de /(f) ur /. continue et variant 

dans le meme sens que / , 

IP 

• Les representations iiraphiques de / et de /"' dans un 

meme repere orthonorme. sont symetriques par rapport a la 
premiere bissectricedu repere. 
Exemple : 

Soil la fonction /definie de IR' vers //?* par f{x)=x 2 . 

f est continue et V(.\\y)e IRxIR' telsque x< v,ona x 2 <\ 2 
done /'est strictement croissante (r^ < L 

d'ou /est une bijection de IR' vers FR* 
Determinons sa function reciproque /"' ; 

/ (.v)= y <=> x 2 =y ; xe IR- ; ye IR' o« * ^ m z 

e*x=Jy ; jre/friye //?- r > r *~- ^ 

done / ->(*)-£ ; p ^Y (J * ' ^^\ £ 

on a ; x< y => yjx<-jy pour tout .ve //?- et ye //?* 
d'ou / 'est continue et strictement croissante. e'est a dire /"'est une 
bijection de /ft' vers IR' . alors les coufbes Oct C, •> sont symetriques 
par rapport a la droiie d'equution .v=y . 
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IV.- Prolongement par continuite : T ^ 6>Ss 



Si .Vu€ Dy mais si lim/(.v) exisie el vaut t&ifio . on peut poser 



• -• \-i 



g(x)= 



fix) si .veD, 

Km /(*)—£ si .v=.v. 



i — » i" 



Alors ^ est continue au point. V". car l\mg(x)=g(Xay 



A — * U* 



La fonction i* s'appelle le prolongement par continuite en .\<ide la 

function / . 

Exemple : 

Prolonger par continuity /': _v i — > .v LogX 

On a: D =IR mais limJCL<?g.r=0 



[a +ccL 0,^0 . 
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Xh^XLCgX si x>0 

0h->0 
g est le prolongement par continuity (a droite) de f en 0. 



V.- Theoreme des valeurs inter media ires : 

Theoreme : 

Soil /une fonction deTinie et continue star tin intervallc ferine borne [a,b\ 
dans IR el soit a un nonibre reel compris slrictement cntre/(a) ctfih). 
Alors il exisie un rtombre ce ]</./> lei que a=/(c). 
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Exemple : 

Montrons que Inequation .x 5 +.v+ I = 0admet une racine reelle comprise 



cntre - 1 et I . 



On considerc la fonction / : 



kiUa 



X H* X 5 + x + I 
/est continue sur[-l. I) ; /(-l)=-l<0 et/(l)=3>0 
done on a/(- 1 )<()</( 1 ) 
d'oii est une valeur intermediate. 
D'apres le theoreme precedent, il existe cs }- Ll[tel que/(r)=0 

Cest-a-dire c + c + 1 = , ou encore c est la racine cherchee. 



Consequence : 

Soit une fonction/ definie et continue sur un intervaUe [a, h\ dans 1R telle 

que fia).fih)<Q m alors il existe re \i.b[lt\ que/(r)=0. 
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Corollaire : 

Soil une fonction/definie el continue cTun intervalle I dans //?, alors/ (I) 
est aussi un intervalle (de plus si I est fermc,/(I) est aussi ferme). 
Demonstration : 
Soiem y^y.sfil) : y, < y, => Vye [y r y : ],3.ve /tel que/(.v)=y 

Done ye /(/) 

D'ou|y/.y : ]c/(/) 
Donc/{/ ) est un intervalle. 

VI.- Theoreme du point fixe : 

Definition : 

On appelle point fixe de/ tout point x verifiant/(.r)=v. 

Proposition : 

Soit une fonction f defmie et continue sur un intervalle la, b] dans [a. b]. 

alors il existe au moins un point v n e [a.b] verifiant /(.v ) = x Q . 

Demonstration : 

Posons^(.v)=/(.v)-.v. avec xe [a.b] 

Alors e est une fonction continue, de plus g(a) > Oet g(b) < 0. 

D'oii. en appliquani une consequence du theoreme des valeurs 

iniermediaires : 3x lt e [</./?]tcl que #(.vu)=() 

D'ou./'(.Vi))=.V() 
Definition : 

On appelle fonction contractante. une fonction f qui veriHe : 

V.v, v'e f-]fix)-flx')\<k\x-x] avec km M 
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Theoreme : 

Soit une fonction / defmie sur un intervalle [a, h] dans [«, b\, 
contractante, alors f ad met un point fixe. 

Exercices : 

L- Soient / et g des fonctions d^finies sur [-1,1] par : 



/to« 



6.v 2 + .x + l si -l<.v< — 

6 



6j: + 3 



2.v + 5 



si -£x£l, 

6 - • 



g(*) = 



t^M si,*0 iifl>t»]- 



X 







si.v = 0, 



Etudier la continuite de ces fonctions sur [-1,1]. 



II.- On considere la fonction /delfinie par : 

.2 



f(x) = 



X 






si x*0 



t 



Oil a est un parametre reel. 

1) Pour quelle(s) valeur(s) de a, la fonetion/est continue en ? 

2) Calculer lim f(x). 



*-♦-■» 



III.- Quelle valeur doit-on au reel k pour que la fonction / defmie par : 

4-A-' 



fix) = 



3-77^5 



si** ±2, 



ft+W 



si x = 2 ou x = —2, 



soil continue en lout point de //?. 



C©)«- 
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VI.- Peut-on proionger par continuite au point les fonctions suivanies : 
sin x 



D/(0 = 



H' 



2) g(jc)=sinxsin— : 

x 

3) /?(.l)=COSA\COS— . 

x 

*V.- Montrer que ('equation ** — 3x+I=0 admet au moins une solution 

\j«e>%V«ftU St*A fl few 

dansTintervalle ]l,2[. lIX ^ 10) * *<*» £* KM . 

VI.- Soil /definie sur [0,+oo[ par : 

fix) = x* + 3x-l. ^ 

1) Pour .Vp^e^+oof, exprimer ^-^ — i_^_ en fonction de 

a- et x 2 . 

2) Deduireque / est strictement croissante. 

3) Montrer a 1'aidc du theoreme des valeurs intermediaires que 
r equation /(.v) = admet une solution unique. 
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Chapitre 3 : Fonctions Derivables 

I. -Definitions : 

On dit qu'une fonction /est derivable en nsi, et seulement si. elle est 
definie sur un intervalle ouvert contenant Avet s'il existe un reel c/tel 

que: . { Kr)-ft%J 



le reelrf , s'il existe, est appele nombre derive de /en A, an le note 

Remarque : 

f Lxu+h)- f (xu) ,, , r t | 

- j — - est le taux d accroissement de / entre Abet Xtrrn . 

ft 

Le nombre d^rivee de /en Aoest done la limite de ce taux 

d' accroissement lorsque /ftend versO. 

Si on pose X—Xo+h ; soil A— Ao=/?, pour obtenir le nombre derivee de 

/en Jto 9 s'il existe, on cherche : 

^/M-/M =lira A£U>| 

*-** A"— An A, -* ,) A A' , 

oil Aa=.v — Aji et A / (a*)=/(a*)— /(An) sont les accroissements de 
Aet de /(a) respeciivement. 
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IL-Interpretation geometrique du nombre derive, 

Tangente a une courbe en un point : 
Soil J une fonction derivable en .tf>et (Cjsa courbe representative dans 
un repere orthonorme, alors : 
La courbe (C)admet une tangente au point Mu(xo,f(xo))dcmt le 

coefficient directeur ou la pente est le nombre derive de / au point Xu . 

Rappel : 

En general, le coefficient directeur ou la pente d'une droite d'equation 

ff.v+6v+c=0 ; (avec a#Oei b±Q ) est le reel m= - f-. 

b 

Si on connait un point Ma{xa,yo)qui appartient h cette droite alors 

axo+b\'»+c=Q. 

D'ou y— yo=m (x—X>) est liquation de cette droite. 
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■ L' equation de la tangente a la courbe (C)au point 

, en effet : 



Afo(-to, / (.vo )) est v-/(.V)i)= i /" , Cvo)(.v-Ad) 



Comme cetie tangente est une droite son equation sera de la forme (1) 
ax+by+&4) (avec a*0et b*0). Soit Ma{jfb % ya)un point connu de 
cette droite. 
On a done (2) OXn+bya+C^O 

( 1 H 2 ) => a (a- - Xb )+b (y- 3*1 )=0 

si )>>=/(*') e'est a dire si A/(>e(C)et si c*est le poinl oil la fonction est 
derivable alors on a : 



v-/U.)=/'(-V")(a-.*,) 



IIL-Derivee a droite, derivee a gauche : r 

■ Si lim^ j-^- L =d- , avec d'eFR. on dit que /est 

h— Ml* /J " J 

derivable a droite en *b, le nombre tf'est le nombre derivee a 
droite en Xo. La representation graphique de /adrnet done une 
demi-tangente a droite au point Mo(xb i f (au )). 

■ Si I urn r-^ ssrf-, avect/e//?. on dit que /est 

derivable a gauche en An. le nombre d-esi le nombre derivee a 
gauche en Xo . La representation graphique de /admet done une 
demi-tangente a gauche au point Mo\Xa, /(»)). 
Notation : ci sera note f/(Xa)e\ d sera note /«'( An). 
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Resultat : /est derivable en JCosi, et seulement si. f l , t (xn) = fv\xo) 

Exemple : 

La fonclion /"(.v)=|a"| n"est pas derivable en 0. car 



/ / , Un)=lim^=lim^=l et /,'(An)=lii 



=lim— =lim ^£=— 1 ; done 



//(»)* /*X*) 



\ • 1 







Point anguleux 



^ 



-V 



La fonction X •— >M admet un point anguleux en 0. ear elle udrnet deux 
demi-tangentes au point (0,0) de coefficient directeur let — l . 

Propriete : 

Toute fonction derivable en un point est continue en ce point. 
Remarque; ^ ■««**» Wc 

La reciproque n'est pas vraie|_en generate. II existe des functions qui sont 
continues en un point mats qui ne sont pas derivable* en ce point. 
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Exemple : 

La fonction / :.vi->|.vjest continue en jto=0 (car 

lim fCx) = lin+d = = /(0)) , mate, on a vu que f n'est pas derivable en 

xo=0. 

IV.-Fonction derivee : 

■ Une fonction /definie sur un intervalle ouvert /est derivable 
sur / si, et seulement si, elle est derivable en tout point de 

Tintervalle/. 

■ On appelle fonction derivee de /et on la note/', 1' application 

de /vers IR qui a tout *r6el de /associe le nombre derivd de 

/au point X : 

/':/->//? 
x^f'ix) 

Resultat : si / est derivable sur / alors / est continue sur / , mais la 

reciproque n"est pas forcement vraie. 

Derivee de quelques fonctions usuelles : 



Fonction / 


Fonction derivee /' 


IR->IR 
xh+C (cste) 


IR^>IR 


IR^ylR 

x\-^ax+b 


Xh->il 


IR->IR 
xt-icuP+bx+e 


IR^>IR 
xH>2ax+b 



45 



ETIMJP 



.com 



Analyse Mathematique 



Fonctions derivables 



SS 



'->/# 



Jth* 






« 



i c j 



->//? 



x\-> 



a b 

c d 



(cx+d)- 



A-t-».r (/?e CV*) 









xt->nx n] 

!R*-^1R 

x\-> — L 
x 2 



]D,-f«[ 

277 



V.-Operations sur les fonctions derivables : 

Soient /et £deux fonctions de la variable rdelJe .v derivables 
surun intervalle/. 



Fonction 



f(*>+g(x) 



fVteQcy- 



kf(x) ike/R) 



Fonction derivee 



/'(xh-gxx) 



f'(x)8(x)+f(x)g\x) 



kf'Vc) 



(m? 



[f(x)J 



i*f{x)-fxx) 

3/-'(.v)/'(.v) 



(my 



f'f"'(x)f'(x) 
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7® 

avec / ne s'annule pas sur / 



avec g ne s'annule pas sur / 



V7w 



avec 



f(x)>0 



P(x) 



f\x)g(x)-f{x)g\x) 
gKx) 



fy® ■ avec /(JC)>0 



Derivee d'une function compose : 

Si /derivable sur /et g derivable sur /(/)alors go/ est derivable sur 

/etona: 



R5¥/& 






Derivee d'une fonction reciproque : 

Soil /une fonction continue et strictemen't monotone (done bijective) 

sur un intervalle l=[a,b] . Si /admet une derivee non nulle sur ]a,fc[, 
sa fonction reciproque /"'est derivable sur ]f(a),f(P)\w 



r, - /- 



inw-T^ 



./' ^#£ jv1 



VI.-Derivees successives : 

Definition : 

Une fonction /est dite continument derivable sur un intervalle I=l<7, />[ si 

elle est derivable et si sa derivee/ est continue sur 1. 
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Si en plus/ est derivable sur I, on dit que f est deux fois derivable ou 
bien que f admet une derivee seconde sur I que Ton note/". 
Par recurrence, on definit la derivee d'ordre n de/par : 

/"" = (/"-") , v«6 flV* f au =f 

f est indefiniment derivable si /""existe V/*e ///. 
Exemples : 



1) f(x) = smx 



/'(.v) = cos„v = sin 



/ 



X 







/*(.v) = -sin .v = sin I x + 2- 

(?a)-ic*f* aM 



(a) = sin 



n 

x + n — 

2 



2) /(.v) = cosa- 



/ °'ix) = cos\x + n- 



3) /(*)-«* f in) ix) = e* 

sin , cos et exp. sont des fonctions indefiniment derivables sur 1R. 
VU.-Sens de variations d'une fonction : 

On admet les theoremes suivants : 



u - * 

t, a y > Si (V .re / ): / '(-V)=0 alors / est constante sur / . 

/ '(.V) > alors / est croissante sur / . 
./ '(-V) <0 alors /est decroissante sur / . 



' Si(V.V£/) 
' Si(V.VG/) 



' Sl ^ ve l )-J '00 > alors / est striclement croissante sur / . 
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r Si (V.ve /);/'(*)< alors /est strictement decroissante sur 

r Si /"(.vo)=0et /'change designe en valors /admeten .v.»un 
extremum (c'est a dire un minimum ou un maximum) 

» Si / est deux fois derivable sur / et si sa derivee seconde / ' 'est 
positive sur/ , alors /est dite oonvewe sur/ . On dit aussi que 
f lourne sa concavite vers les « >" » positifs et que sa courbe 
(Ct )est au-dessus de la tangente en chacun de ses points. 



^ 



i w 



;u^ 



^ c ^ 



JfiAi 




Si /est deux fois derivable sur / et si sa derivee seconde /"est 
negative sur/. alors /est elite concave sur/. On dit aussi que 
/tounie sa concavite vers les « X » negatifs et que sa courbe 
(C; )est au-dessous de la tangente en chacun de ses points. 
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VIOL- Autres caracteristiques d'une fonction : 



' 



Point d'inflexion: ^ fc*-'! 

Si /est une fonclion deux fois derivable sur un intervalie qui contient 
-Vnet si sa derivee seeonde /'Vannule en xaen changeant de signe. 
alors la courbe representative de la fonction /un point d'inflexion 
d'abscisse.vn . 
Exemple : 

On considere la fonction f(x)=x* 

Son domaine de definition est D^ =]-oo,4-oo[ 

Sa derivee / *(x)=3.v- ; V _v€ IR => / est croissante sur//? . 
Son tableau de variation est : 




La fonction Xh*X* admet un point d'inflexion en A'=0 . car 
/ "(.v)=6.v alors on a : 

/"<.v)=0<=>.v=0 



X 



fix) 



/ 



— cc 







+00 



Concave 



Convexe 



?o 



*ETIWJP 



com 



Analyse Mathdmatique 



Fonctions derivables 




Remarque : 

On peul trouver des fonctions qui n'admettent pas de derivee seconde en 
un point qui est pou riant point d' inflexion de cette fonction. # ' : c 
Axe et centre de symetrie : 
Si une fonction /verifie : 

^ f (x)= f (a—x) -d\ors la droite d'equation #Hf est axe 

de symetrie de \Ci). 
Cas particulier : fonction paire f(x) = f (— .v) 

=><7 = 0=>A-=0(raxe des v ) est axe de symetrie de(C ). 

> f (a-\)~b- f (x) n\ors le point n^-.-^J est centre de 

symetrie de(C/ ). 
Cas particulier : fonction impaire ° 

1 ^" f-L-'-o -' 5l #*j Si - p - - - ? *- ■ 
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, f* =- f? 



=><7=0et fr=0=>lc point n((U))=O(0.())esi centre de 

symetrie de(C/ )■ 
Asymptotes : 

> lim /(.v)=oo<=>.v=« asymptote parallele a I'axe cles y . 

> lim f(x)=b $=>y=b asymptote parallele a I'axe des.v . 



v • • 



lim(/'(A")-*i.\")=/?<=> v=a.v-f-/; asymptote oblique 

a(C). 
Branches infinies ou directions asymptotiques : 

Dans te cas oil lim fix) =■«> ; 

l —too 

j. lim j — —=()<=> /"admet une branche parabolique de direction 



asymptotique I'axe. (Ox). 



O 



X 



r fix) 
lim- 



iii;i — =00 <^ /' admet une branche parabolique de direction 

1 ~* * X 

V 



asymptotique I'axe {Ox) . 



O 



si 
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ft x\ 
> lim " =ati \\m{f(.x) — ax)=oot=$fadmei one branche 

parabolique de direction asymptoiique la droite 
d' equation )'=(!. x . 

IX.-PIan d'etude d'une fonction : 

1 .- Determiner l'cnsemble ou le domaine de definition de la fonction. 

2.- Determiner les limites de la fonction aux homes des intervalles 

fomiant l'ensemble de definition. 

3.- Dire pourquoi la fonction est continue. 

4.- Dire pourquoi ta fonction est derivable et calculer sa derivee. 

5.- Etudier les sens de variation et donner le tableau de variation de la 

fonction. 

6.- Voir si la courbe de la fonction admet : un axe ou un centre de 

symetrie. des asymptotes ou des branches infmies. 

7.- Etude de la derivee seconde. de la concavite el recherche du point 

d'inflexion s*il existe. 

8.-Representer sa courbe. apres avoir place, dans un repere orthonorme. 

les asymptotes, les extremums ct les limites. calculer quelques points, si 

e'est possible, avec leur tangentes. 

X.-Theoreme des accroissements finis : 
Theoreme de Rolle : 

Soit une fonction / definie et continue sur un intenalle \a.h\ dans IR. 
derivable sur \a, h\ telle i\k\c /(«)=/ {h). Alors il existe re ]c/./?[verifiant 
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f(o) = f(h) 




a 



Theoreme des accroissements finis : 

Soit une fonction / definie el continue sur un intervalle \ct,h] dans /W, 

derivable sur ]a. b[. Alors il exisle ce ](/./?[ tel que : 

fib)-f(a) = {b-a)f'(c) 



■ 




a c n 

A{a,/(a)>, B(b,/(b))etC(e./(c)) 

La tangent a la courbe au point C est parallele a la droite ( AB). 
Exemple : 

Montrons que : |sin .v| < |.\j, V.ve IR . 

v ><). /(/) = sin/ est continue sur |0..v| el derivable sur JO, v[. 
D'apres le theoreme des accroissements finis : See JO, .v[lel que : 

si n x - sin = ( .v — ) cos c 
D'oii sin V = XCOSC 
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et alors |sin .vj = |.t)|cos c\ < |.*| 

demonstration analogue si .v<0. 

XL-Regie de ('Hospital : 
Proposition : 

Si deux fonctions f et g derivable* dans un voisinage de a et si 

lim , " = fexiste alors lim- = t (en particulier si 

*—*(*) "* g(x)-g(a) 

■ 

f(a)=g(a)=0, on a lim^- = O . 

g(x) 



i-»n 



Exemple : 

Calcul de lim — — . a=0 



^^=^^; l/(0, = S (o, = o 

J A 
-C- Sill A I J * 7' 
= > — -LC* 

3 



/'(.v) 2.vsin-r" sinx~ I i * *?• 



_ „ I -COS A" 1 

Done lim : = — 

r**0 .v 4 2 



Exercices : 






L- Calculer les derivees des fonctions suivantes : , A 

//(-v) = .v : Hx) = Arctg[e^'). b* . , 
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IL- Eludier la deri vabilite des fonctions definies sur [Oj] par 

I) f(.x) = sin{\-x } ) 



2) g(.x) = 



3) A(,v) = 



x 2 sin— si x*0 
X 

siA=0 

J-xLogx si a * 



(i 



si v = 



HI.- Eludier la derivabilite des fonctions suivantes ; 



1) /: u ->□ 



A A - 



V«->/(A)=^U-|)(A--.V+l) 



1, 



si x ?6 1 



si A' = 1 



2) g: 1 -»>j 



•VHJ(.V) = 



A"-l 



si v < 1 







si 



V > I 



3) ft: 



XH> /H.v) = 
I 



.v"sin- si.v*0. n > 2 



I) 



4) /to- 



6* 





l-\ 



A 
\/ A * I 

5/ .v = I 



si a- = 



it; rt ^ , //f->//f 

iv.-On considere la ronction / : 

xh* f{x) = sin p xeos* x 

Si on suppose que petq son! deux emiers naturek nionirer que /est 
derivable et ealculer / '. 
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V.- Calculer la derivee n l l , quand elle existe. des fonctions : 
1) f{x) = x"' oil me IN 

2)/(.v) = — ou.ce IR-{l} 
-, v-1 

3)/W— r-rfl* xelR-{-l\] 

A* - I 

4) /(.v) = x~ sin.v 

5) /(*)■ * cosx 

VI.- Calculer les limites suivant, en utilisant la regie de l a Hospital : 

Urn ±±±m 

x-*+<» xLogx 

Urn x 2 Logx 



2. 



.»-►» * 



3. lim 



*-*° sin x 

Log(x+l)-x + -- 



4. hm ; — 

cos(;r_v) + l 

5. lirn : — 

^ (x-\y 

VII.- Soit / une fonction et soil D/ son domaine de definition. / est 

supposee derivable en tout point de D/ t 

Montrer que si /est paire. sa fonction derivee/' est impaire ; 

si/est impaire. sa fonction derivee/ est paire ; 

si/a pour periode T, sa fonction derivee/ a pour periode 

T aussi. 
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VIIL-On consid£re la fonction /definie sur IR par : 



/W- 



x* sin— - si x±Q 
x~ 

si x = 



1. Calculer/XO) en formant le taux de variation. 

2. Peut-on appliquer le theoreme des accroissements finis ? La 
fonction derivee/* est-elle continue en .v=0 ? 

IX.- 1) Monteren utilisant la formule des accroissements finis que : 

1 



V.ve]0,l[, l+x<e*< 



2) En deduire que V,v > 1, Log 



fl + x} 
s -v 



1-* 
1 



<-<Log 
x 



' x N 



<*-h 



3) Montrer que V.v > 0, Log ( I + x) < x. 



X,-Soit /(_r) = jc-e'" J ; 



xe IR . 



1) Calculer /'. En dfduire que / realise une bisection de [0,2] 
dans /([0.2]). 

2) Montrer que l'equaiion /(.v) = 0admet une solution unique dans 
[0.2], 



C xi - 



Soil f( X ) = { x "* in - 



si x * 
/(0) = 

/est-elle derivable en .v=() ? Si oui/" est-elle continue en .v=0 ? 

/ la fonction definie 

Si \<r() 

si x * 



XII.- 



Soit 



par 



1-, 
fix)m. e '-\ 



(■' +1 
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1 . Montrer que f est prolongeable par continuity en 0. *** ^ === ^\ 

2. Etudier la derivabilite en de la fonction prolong^e. v &(/* * s r j|lWi 

XIIL- Soit/definie sur un intervalle [aft] par : /(at) = jr -3_v + 2 . ► 
Donner une condition portant sur a et 6 pour que la fonction f admette 
une fonction reciproque et deduire alors /"' . 

XIV.- Montrer que la fonction f ddfinie sur IR par /(*) = jrUjest -j^* 

rw , 'i.+ *rjpr 

bijective. Etudier la derivabilitd de la fonction reciproque / , v " 



>j*°> 



a- 



*p 




XV.- Soit f definie sur [0, + oo{ par : /(.r) = 

7(0) = 1 

Montrer que / est derivable sur [(), + «>[ et que f est bornee sur 

[A, + oo[avec^>0. 

XVI.- Soit / la fonction numerique definie par : 



fix** 



x 2 (x-2) 

A-l 



1) Determiner r ensemble de continuite de f et etudier sa 
variation. Soit (C) la courbe representative de / ; ecrire 
I' equation de la tangente a (C) au point d'abscisse 2 . 

2) Soient (P) la courbe d'equationy=,v 2 — x— 1 . M et /Vies 
points d'abscisse A\ respeciivement de la courbe (P)et de la 
courbe (C). Etudier la limits de MN lorsqueLvj— >+°°. Que 
peut-on conclure ? Construire sur un nieme graphique les 
courbes (P) et(C). 



/ 



h 
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3) Soil g la fonction numerique definie par : 



g:x»-> 



■v : (.v-2) 
V x-\ "• 



Determiner Tensemble de continuite deg , etudier sa variation et 
tracer sa courbe representative. Etudier la derivabilile de 
g pour A" =0. 

XVII.- Etudier la fonction /suivante et tracer sa courbe 

representative (C). 



/to 



_ A" 



1-A 
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Chapitre 4 : 



Fonctions usuelles 



I.-Fonction Logarithme : 

1) Definition de la fonction logarithme neperien 1 : 

On appelle fonction logarithme neperien la fonction notee par Ln ou 

LogtX definie par lagX-f -cfrsur 1'intervaIIe ]0,+°o[ ; c'est-^-dire 

la primitive de la fonction x^>— sur JO, +oo[qui s'annule pour x=l . 

Remarques ; 

• Vxe IRi {Log x) % =^->0=>Loge%i sirictement 

x 

croissante. 

• Log 1=0 

2) Formules et proprietes : 

Vw>0; V r>0 Log (**v)= Log u + Log v 



VtfeQ 



Log W= Log u - Log 



Log u a =aLogi( 



3) Li mites ; 



Neper ou Napier < 1550-1617) 6SI un maihemaiicieu ecosvais. 
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Si on represente graphiquement la fonction ff-»-pour />0, alors 



L°R - V= J, f*ft esl laire de la P artj e du plan d£finie par : 



I < t < x 
< v < ± 




1 A f 

Done on a (directement de la graphique au-dessus « limite de 1'aire ») : 

(le signe (-) car jrsera <1) 




=> x=0 asymptote verticale a la courbe de Lag 
• lim Lo#.v=+oo:=> Etudes des branches infmies. on calcule : 



V — * *« 



lim ^^ 



• On peut demontrer que 

Done la courbe de Log admet une branche parabolique de direct! 
asymptotique l*axe "Ox", 

• On peui en deduire que 




ion 



lim jcLobx^O 



i — 0- 
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En effet ; si on realise le changement da variable X »* 

alors -^=X Log±=-XLog X 
x X 



lorsque x-»+oo ; 



JK 



c'est-a-dire XLogX -» 



On demontre aussi que 



toMiMoj 



x-*0 



En effet ; on a par definition de la fonction logarithme que 
V*e//fc {Log)' (jc)= J- 

done (Log) , (l)={=l 
par definition de la derivee d'une fonction /, on a 



|ini /u + y,)-/w M 

h -*o ft 



pour / =Log 



on 



im L^g(l+A)-^gl _ 1 



lim 

A->0 



d'ou le resultat. 
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4) Tableau de variation de la fonction logarithme : 



■a 



Log 







1 



+00 






— oo 




L 'equation de la tangente au point M ( 1 , Log 1 =0) : 

v-/(1)=(a-1)/'(1) 
done 



V=JC- 



de coefficient directeur« 1 » 



La fonction Log etant continue et strictement croissante sur 
//?i=JO,-f-oo[(donc bijective). il existe une valeur de xet une 
seule notee 6 telle que Log e=\ 
e e= 2,718282 ... 
L 'equation de la tangente au point N(eA) : 
y-f(e)=(.x-e)f\e) 

done y - I = (_v — e ) J 



e 



d'ou 



x =x 



Sur /y?.'-J0.+co[, la derivee seconde de fonction logarithme 
/"< A ') = b/-" TT<0. done logarithme est une fonction 



concave. 
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5) Representation graphique du logarithme : 

On a trouve que 1'axe (Oy)d'equation x=0est asymptote a la 

courbe du logarithme. En plus, la courbe du logarithme admet une 
branche parabolique de direction asymptotique Taxe (Ox) . 



y 




h 


^r 


** Cu> K 




i 














Ml 








k 





i\ 




e 







X 



6) Logarithme de base aeIRl-{\] : 
a- Definition : 
On appelle fonction logarithme de base t/G //? + — { 1}, la fonction 

/(jri = log,A-=4^, defmie sur IRl =]0,-foo[ 
* Log a 

b- Remarques : 

• Le logarithme neperien Log ou Ln qui est de base 

e = 2.7 18282 ... se note avec L majuscule, alors que le 

logarithme de base ae IR V - { 1 jquelconque se note avec C 
minuscule. 
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• Le logarithme de base t/e IR % - { ijquelconque a les memes 

propriety que le logarithme neperien. 

On a log,, a = \ ..dans la base consideree le logarithme de la base 

est toujours egal a 1 . 
Un cas particulier important est celui correspondant ^ la base a=10. 
La fonction obtenue s'appelle la fonction logarithme de base lOque 
Ton represente simplement par log . Pour tout a* > 0, on a : 



i Log* , 

lOg A - , . « . Le nombre log A s'appelle le logarithme decimal de 



A. 

II.-Fonction exponentielle de base C : 

1) Definition : 

La fonction logarithme neperien etant line bijection de //fcvers 
IR (parce qu'elle est continue et strictement croissante) ; elle admet une 
fonction reciproque appelee fonction exponentielle de base € (on la note 
Al-> e*op xH> exp (a)): 

VxgJR : Vxg/Rz. ly=e*)&(Logy=x) 

2) Form u les et proprietes : 



On a : 



-v 



• S*=e et e l, =\ 
. V.\eIR;e- y =± 
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On a: 



A+V _ -V 



. V*, y e IR; e ■ =e-e 
. VA-,ye//?;^- v =J 



irx 



. VreQyxeIR; (e*)>=e> 

. VxelRl.VyeIR; *-?>*-**> 

3) Limites ; 

• lim e*=0 ^Ladroited'equalion v=0(raxe 

« 0.x » au voisinage de -<*> ) est asymptote horizontale a 
lacourbc de exp. 

• lim e x = + oo => On cherchera les branche parabolique 

X — * +oo 

encalculam Mm — . 

x — * +<* .V 



lim — =+°° 

.1 — * +*" JC 



• On peul demontrer que : 
Done la courbe de expadmet une branche parabolique de 
direetion asymptotique I'axe des y ; en effet : la symetrie. en 
repere orthonorme. des eourbes representant les functions 
logarilhme nepcrien el exponemielle de base e . par rapport a 
la droite d'equation y= X , permeuait de prevoir ee resuhal. 
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• On aaussi ; 



lim xe x =0- 



X — *— OB 



et 



lim 

x -*0 x 



l 



4) Derivee: 

> La Sanction exponentielle esi derivable sur Meat e'esi la 

fonction reciproque de la fonciion logarithme qui admet une 
derivee non nulle sur ]0,+oo[et on a : en appliquanl la 

bond* (/-')'^) a _L_ pour f( x) = Logx , 




Done la fonction exponentielle de base <?est egale a sa fonction derivee. 

> Nous savions que la fonction exponentielle etait strictement 
croissante sur IR ; la connaissance de sa derivee permet de 
retrouver ce resultat. 

(en effet. exp: IR -» IRi ) 

> L'equation de la tangente en A(l.e)a la courbe 
representative de exp est : y-e=e(x-\)=> y = e.x telle 
passe par O(0,0)et de coefficient directeur V ). 

> La derivee seconde est exp elie-meme. done positive 
V.ve IR . D'oii la fonction exp est convexe sur IR 
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• 



5) Representation graphique de exp : 

L/ equation de Sa tangente en 5(0, 1 ) est : 

v-/(0)=/'(0)(A-0)=>y-l=.t 

Done 



v = .v+l 



On a vu que la droite d'equation _y=0est asymptote horizontal a la 
courbe representative de exp. On a vu aussi que sa courbe 
representative admet une branche parabolique de direction asymptotique 
I'axedes y . Gx P 
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III.-Fonctions circulaires : 

1) Proprielcs ra&riques du cercle : 



L = 2F1R 




( ^) 



Un carte ( W) d e centre e e. de rayon R a pour iongufiur 

(perimetre) | L = 2HR | el dclimhe la surface (disque) 



S = nR-' I 



n etant une constante reel I e appelfte « pi ,> valam 
approximativemem 3J4I6 

2) Mesure des angles : 

En nKnhaiuMiqucs. t . n mesure genomieiiieiu les angles en 
« radians <> 
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k 



a) Qifest-ce qu'un radian ? 

Cest Tangle qui correspond a un deplacement egal a R le long 
d*un cercle de rayon R : 



(9 s * ) 




= R 



Angle a= 1 radian 



b) Le radian est bien une valeur constante : 

En etfet. apres la t'ormule L = 2 n R. il y a 2 n (= 6.28.. .) fois la 
longueur d'un rayon sur le contour d'un cercle. 



Done, un angle d'un radian est egal a 



1 tour complet 
2rT 



Cette valeur est done bien independante du cercle choisir : R 
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ryr;£s£ «$- 



ttOA 



Les fonctions usuelles 





11 


-fio 




"3 




36 ° a . 57= 


TT 


bo 


6,28 


a 


<4T 




H_ 




w 





■** J* 








■v ( - a:= a^= I rd. 



Cercle trigonometrique. Fonctions sinus et cosinus : 
c) Mesure algebrique d'un bipoint (A, B> sur in axe oriente : 



B 



& 



Xa 



Xb 



C'est AB ■ Xa — Xb ou Xa , Xb sont les abscisses de A et B 
dans le repere oriente ( (?\ I) 

d) Cercle trigonometrique. Definition du sinus et cosinus : 

Cercle trigonometrique ; C*est dans un repere onhonornie 
( tf&J)i le cercle de centre (rz\ de rayon egal a 1 . 
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Les angles sont mesures en « radians » le long de ce cercle et 
comptes positivement dans le « sens trigonometrique = sens inverse des 
aiguilles d'une montre ». 




X 



Definition : 



Soit M le point de ( ^ ) defini par angle ({OX, 0M))= a ( rd ) 

Si P (respectivement 0) est la projection orthogonale de M sur 

(OX) (respectivement sur <OY)). on pose : 



• 



cos (iOX), {0 M )) = cos a = OP = X? - Xo= (" cosinus a » 



s\n((0X) J {0M)) = <\n o. = OQ = Vq - y () = (« sinus a ») 
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e) Proprietes des fonctions sinus et cosinus ; 



Elles se deduisent naturellcment de la definition precedente : 



vqeR, 



cos 2 a + sin 2 a = I 



I cos a I < I ; I sin a I < 1 



(i) 



(id 



cos (- a) = cos a 



sin (- a) = - sin a 



cos (a + 2jt) = cos a 



sin (a + 27r) = sin a 



(III) 



(IV) 



(Ce sont des fonctions periodiques. de plriode 2jT) 



cos = Cos 271= I 
cos it/2 = 

COS 71= 1 

cos 3k/2 = 



sin0 = sin 2it = 
sin 7t/2 = 1 
sin 7r = 

sin3x/2 = -l 
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Demonstration : 



(I) cos 2 a + sin 2 a = OP 2 + OQ 2 = OP 2 +0 Q 2 = OP 2 + PM 2 



= OM 2 = 1 



(Car R= I) (cf. schema (OQ = PM)) 



(car le triangle (OPM) est rectangle en P) 



(II) se deduit se (I) : 



< cos 2 a < cos 2 a + sin 2 a = 1 



< sin 2 a < cos 2 a + sin 2 a = 1 



Done -I < cos 2 a < 1 et -1 < sin 2 a < 1 



C'est-a-dire : 



I cos a I < 1 et I sin a I < 1 



(III) II suffit de faire un schema. 



v 



y 


t 


Q 


"7\ M 

/\ a 1 p 


o 


V 1 


Q - 


M" 
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cos a = OP 



Done : cos (-a) = cos a 



cos (-a) = OP 



sina = 0<? = y Q -y o = y Q 



;>- Done : sin(-a) = - sin a 



sin (-a)= OQ* = y g -y = -y Q - 



(IV) Vient de simplemenl du fait qu'apres un tour (2k rd ) on revient 
exactement au meme point, done 



cos ( 2tc + a ) = OP = cos a 
sin ( 2tt + a ) = OQ = sin a 



(V) Faire un schema 




OM = OP = 0/1 = 1 



7d 



X 



lorsque M est en A. 
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OQ=0 
Soil cos a- 1 et sina = () 
a = nil (rd) lorsque M est eu B 



on a alors 



OM = OQ=OB = I 
OP = 

Soit cosTT/2 =0 et sin 7T/2 = 1 

(meme principe pour le reste) 

f) Formules de trigonometric : 

(*) Formules de base (admises) [d' addition] 



cos (x+y) = cos x cosy- sin x sin y 



sin 



(x+y) = sin x cos y + sin y cos x 



pour tous x. y G R 

(*) Formules s'en deduisant direciement : 



cos(2x) = cos 2 x-sin 2 x 




sin 



(X+y) =2 sin x cos X 



pour iou 



sxeR 



(1) 
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[Formules de multiplicateftn par deux] 



sin** = l/2( 1 -cos2x ) 






cos 2 |x = 1/2 ( 1 + cos2x) 



Demonstation : 

On a : cos 2x = cos 2 x - sin 2 x 



= cos 2 x-( l-cos 2 x) 



= 2 cos 2 x - 1 



De meme : cos 2x = ] -2sin 2 



Done : 



cos 2 x = 1/2(1- cos 2x) 



Et 



sin 2 x = |/2( 1 - C o s 2x ) 



n 



71 

an ( 2+*)»cos* 

n 
sin ( - -*) = cosx 



(vxeR) 



*in(7t + X ) = -sjp * 
sin ( It - * ) - sin x 



CO 
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Demonstration : 

Pour montrer (1), il suffit de faire X = y dans les formules de base 
(d'addition). 

Pour montrer (II), on utilise encore ces formules d'addition et les 
valeurs de Cos et Sin en 0, 7T/2, 71. 

Exemple : 

cos (7T/2 - X ) = cos Tt/2 cos (-*) - sin 7T/2sin (-X) 



= 

•Sin(-X) = Sin X 



= 1 



Tableau des valeurs importantes de cos et sin : 



a(rd) 





71/6 


7T/4 


n/3 


71/2 


cos a 


1 


V3/2 


yf2/2 


1/2 





sin a 





1/2 


yf2l2 


yf3/2 


f£ i 

1 ^_ 1 



Demonstration : 



On a: 



n 

cos — = 
2 



-< 







cos 2(71/4) = cos 2 Jl/4 - sin 2 7T/4 
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N 



Ainsi: 
COS 2 7C/4 - sin 2 7C/4 = 



Or, cos 2 7C/4 + sin 2 7T/4 = 1 












D , oucos 2 7C/4 = sin 2 71/4= 1/2 



Done, comme cos 71/4 > et sin 71/4 > 

(evident sur le cercle trigonometrique puisque 7t/4 G 
On en deduit que : 



TT 

2 



) 



cosTU/4 = sin 71/4 = — = V2/2 



La determination de cos 7t/6, sin Tl/6, cos 7C/3, sin 7C/3 
est laisse en exercice. 



(Indication : on montrera que cos 71/6 = sin 71/3 et cos 71/3 = sin 7C/6 puis 

on considerera sin 271/3) 

Autres formulas : (appelees aussi formules de Simpson) 



cos a + cos b : 


= 2 cos ^ 


a + b \ 
2 ' 


cos ^ 


a- 
2 


b -) 


cos a - 


cos b 


= 2 sin ( 


b+a \ 
2 ' 


sin y 


b-c 
2 


•) 


sin a + sin b = 


2sin0 


j+b \ 


cos y ■ 


7-l> 

2 


) 


sin a - 


sin b = 


2sin(- 


i-b \ 


( 

cos V. 


a + b 
2 


) 
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Demonstration : 



On a : cos ( x + y ) = cos x cos y - sin x sin y 



cos ( x - y ) = cos ( x +(-y)) 



Done cos ( x - y ) = cos x cos (-y) -sin x sin (-y) 



= cos x cos y + sin x sin y 



Par suite. 



cos (x + y ) + cos (x - y ) = 2 cos x cos y 



Et de meme, 



cos (x + y ) - cos {x - y )= -2 sin x sin y 



Posons alors. 



x + y = a 



#-y = b 



2X = a + b 



. <£> 



» 



y = a -b 



?!/ — • 



X = 



y = 



a+b 
2 

a-D 



En substiiuunt dans les egalites precedents, on obtient alors : 



cos a + cos b = 2 cos ( ) cos ( ) 

. ~ { a+b \ / a-b \ 
cos a - cos b =-2 sin \ / sin \ J 
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= 2sin(^)cos(^) 

Les deux formules se montrent de meme, a partir des formules de 
sin ( x + y ) et sin ( x - y ). 

g) Etude des fonctions x -* sin x et x -> cos x 

(*) On admettra la limite usuelle : 




(*) Les fonctions x -> sin x et x -»cos x sont impaire et paire 
respectivement (sin(-x) = - sin x et cos (-x) = cos x ). On etudiera done 
ces fonctions sur [O.TT] ou bien [— TT,TT] 

- f (X) = sin X et g (X) = cos X sont derivable sur R 



etona : (V X eR); 



f ' (X) = cos X 



et 



g' tX) = -sin X 



Demonstration : 



«, v !• f(X)-/(X) ,. 

f(x)= lirrty^y = lim 



X-x 



X->x 



sin X -sin x 
X-x 



S2 
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= lim 



,A'-x x , X+x . 

2sin( — )cos( — ) 




= COS X 



sine/ 



1 (carlim a _, — — = 1) 



u 



Le calcule de g'(x) se fait de meme. 



X 







2 

2 


TT 


(sin X )' = cos X 


1 


+ 





-1 


sin X 


X 




1 






X -> sin x 



-7T/2 / ' 


< r 

V j 

k — • 


X 


s N: * i 






vV 
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X -> cos X 




3) fonction tangente et cotangente 
a) fonction tangente 



Elleseddfinit par: 



X -» tg X = 



sinx 



cos X 



domaine de definition : 



R>{ 



(2k+l)- /keZ 



> 



n 3n 5rr 
(puisque cos X = pour X — — , — , — ...etc 



71 3tt 

X = . ...etc.). 

2 2 J 



X -* tg X est periodique, de periode f 7T (puisque X — » sin X, X — > cos X 
1e sont ) 

X -* tg X est impaire ( car X -# sin X est impaire et X -* cos X paire). 
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Fomiules ; 



n 



tg(r + *) 



tC} X 



n l 
tg ( - * x ) = 

6 V 2 t.q x 



tg ( 7U + X ) = Ig X 



tg( 7U - X) = - tg* 



Demonstration : 

n n 

Ilsuffitde reprendrelesformulesdesin (- + X ) , cos (- + X ) , 



sin( Tl +x ),cos( K + x ). ...etc 



Vue precedemment. 



Parexemple, ig ( 71 - x ) = 



sin ( tt- x ) sinx 



COS( TT — X ) 



= - tax ... etc 



- COS X 



Tableau des valours : 



X 





71/6 


71/4 


7T/3 


7T/2 


t« X 

*- 





/3/3 


1 


V3 


+ CO 



(reprendre le tableau des valeurs de cos x , sin x en ces points ...). 



Elude de la fonction, X - l« X : 



Cette function c\i definie sur les (2k — 1) - ,(2k+ 1) — 
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(avec k e X ) est continu, derivable sur ces intervalles. 



Etude sur 



t-f.fi- 



( sinx V cos 2 x- sin x (-sin x) l 
(tgx)'=( ) = -5 '- = — >0 



cosx 



COS X 



Tableau de variation's: 



a: 


o 1 

2 




( tg X ) 


1 + 




Ig X 








(Cette fonction etant impaire, on limite I'etude a |0„- f .) 
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Represenattion graphique 




b) Fonction cotangente : 



C'est : 



X 


— » 


cotg 


X 


— 


1 
tgx 


mm 


cosx 
sinx 



Elle est definie sur P. / { kTT/kez} , periodique de periode 27E. 
impaire, continue, derivable sur ce domaine. 



/ cosxV -sinx (s inx)- c osx (cosx) 



sin x 



sin 2 x 



-1 



sin x 



<o. 
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Cette fonction est beaucoup moins utilisee que la fonction X -* tg x x 
dans les problemes. 

Tableau de vaieurs : 



* ex. 





7T/6 


7T/4 


71/3 


Jl/2 


*gx 


+ CO 


^ 


1 


a/3/3 






Tableau de variation : 



X 



(cote X)' 



COtg X 



Representation graphique : 
X -» colg 








I 



Till 




n 



o 



+ CO 



2 















TT 




4-CO 
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Ant res tommies : 



v 
* 



1 + tg 2 x 



COS X 



; 1 + cotg £ x = . ; 



1 + tg 2 X = 1 + 



sin 2 x cos 2 x+sirr x 1 



cos 2 x cos 2 x cos 2 x 



cos 2 x sin J x+cos 2 x 1 

l+cotg 2 *=l+ — —= sjn2x =—77 



Formulesd'addition : 



% tgx+tgy 



tg(*-y) = 



tgx-tgy 

i + tgx.tgy 



Demonstration : 



tg(* + y) = 



sin( x + y ) cosxsiny+cosysinx 



cos(x-t-y) cosxcosysuix sixty 



■sin y+cosy tgx tgx+tgy 

cosy-tgx siny l-tgx.tgy 



Meme pour la 2 fime formule, en tenant compte de la parite des 
fonctions trigonometriques. 
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Formules de multiplication par deux : 



l-tgX^ 



Demonstration ; 



*(2X)« 



sin(2x) 2sinx cos x 



cos (2x) cos 2 x-sin 2 x 



2sinx 



cosx-tgx.sin x 



2tgx 



1-tgx 2 



Pour tout x * k + 2k IE 



posons 



COS X = 



tg T =t 



(keZ) 



; alors : 



L-ft* 



et sin x = 



2t 



1+ f 



(*) Pour tout x * 7T + 2k 7t ci x * — + 2k n 

2 



(ke 2 ) 



2t 

& i-t 2 
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Demonstration : 

On a vu que cos 2 x = 2cos 3 x - 1 

1 

et I + tg 2 x = — 

COS x 



2 . l-tg 2 x 

Done ™ 2x =TTtf7 "'" l+tg 2 * 



De meme on a vu que 



sin x . 

sin 2 X = 2 sin x cos X = 2 qs cos x 



r 1 \ 2tgx 



D'oii pour tout X 


* 71 + 


Zk 71 


IKfc , 




X 


= t 


on a : 


i-t 2 
cosx- i+t2 








2t 









TT 



aussipour x * K + 2k 7C el x * — + 2k 71 (k€Z) 
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es 



lgx = 



sinx 



cos.x 



2t 



1- V 



(*) Limites : 



on a : 



lim 



sm x 



X-Q 



= 1 






,_ .. 1 - COS AT 

Et um*5u — — 



= 1 



Derivdes 


" 


f(X) 


roe) 


cosx 


-sinx vxeR 


cos ( ax + b ) 


-asin(ajc + b ) VX g R 


sinx 


COS X V x g R 


sin ( ax + b ) 


acos(ax + b) VX e R 


tg* 




cos^x~ ' + l iT * ! pour .r * — + kn 

(keZ ) 


tg ( aX +b ) 




cos--(a* +6 )- a l 1 + ^ (0A+i)] ; 
pour ax + b * — + k 7T 


cotg X 


-i 
sin'x n + co| 2 2 * ) : pour x # kX 


cotg ( aX + b ) 




pour ,Y * k 7T 
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IV.- Fonctions circulaires reciproques : 



Fonction Arc sinus : 



La fonction / : 



done bijective. 



71 K 



[-U] 



est continue, strictement croissante. 



xt->/(.t) = sin.v 



Alors/ admet une fonction reciproque /"':[- l,l] 



7C k\ 



nol6e « Arc sin » et appelee « arc sinus ». 



An sin 




Cettc fonction est done impaire. strictement croissante (puisque/ rest) et 

71 71 

realise une bijeciion de |-1. 1 ) dans ------ 
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Ainsi v = Ar</sin.v$=>sin v=i 



<?/ < v < — 

2 2 



La fonction Arc sin est derivable en tout point de 1-1. I[ et on a : 



* 
{Arcsw ) (.r) = 



1 



4T7 



En effet, en appliquant la formule de derivation d'une fonction 

pour 



reciproque (/"' ) (_v) = 



J" 1 = Arcsinx 



f = sin 



i4rc\sin.v*€ — 



r 

(A/rsin) (.r) = 



1 



cos(Arcsin.v) 



— »H => cos [Arc sin a) > 



D'ou cos(Arc$inx)= Jl — sin 2 (Arcsin.x) 



et alors (A re- sin) (.*) = 



V^7 



car 



V.ve }~ 1. 1[; 3' Arcsinx 



t 
2 2 



/<'/ r//«' A///(A/r .w/i a*)= x 



Fonction Arc cosinus : 



, t , g:[0,ic]-»[-Ul] 

La tonction est continue, sinctement 

AH n(\) =COS.V 

decroissantc. done bijective. 
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..... g-:[-l,l]-*[0,it] 

Alors g admet une lonclion reciproque notee 

xM^g {x)=Arcco$x 

« Arc cos » el appelee « arc cosinus ». 




Celle function est positive, strictemenl decroissante (puisque g Test) et 
realise une bijection de I-]. I] dans [I0« n], 

Ainsi. v = Arc cos x o cos y = x et < y < 71 

La function Arc cos est derivable en tout point de ]- ] , 1 1 et on a : 

(Arccos) (.v)= . 

VI -.v : 

Theoreme : 

V.ve f- I. ll Arcsjn x +• Arccos* = — 

t r 2 

Demonstration : 
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Arc sin x - e 



n k 
2*2 



— Arc sin .t € [O.jtl 
2 l J 



On a: 



: cos 



71 A 

Arc sin x 



= sin (A re sin .v) = x 



n 



Les nombres « Arc cos a »et« Arc sin x » sont compris entre el n 

et ont le meme cosinus ; ils sont done eeaux. 



On a aussi les relations suivantes : 



• Vxe 



n 7t 
2*2 



Arcsin(sinjO = * et 



Vve [— l t l| sin(Arcsin v)= y 
• Va g [0. k\ A ;r cos (cos x) = x et 
Vy e [- l,Ij cos(Arccos y) = y 

Fonction Arc tangente : 



La fonction 



ft: 



TIC 71 

2*2 



->/ff 



est continue et striciement 



\-H>hU) = tgx 



erotssunle 



. done realise une bijection de ,— dans 1R. Alors h adrnet 



Line Fonction reciproque /; 'de/r?dans .— notee « Arc t2 » el 

J 2 2L 

appelee « arc lan genie ». 
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Cette function est impaire, strictemeni croissante et realise une bijection 
de IR dans 



7C 7C 

2'2 



Ainsi y = Arttg x <=* /£ y = x et 



k n 

< v< — 

1 7 



V 



a/2 







-V. 



^r- 



's 



x 



La fonction Arc tg est derivable en tout point de IR. et on a : 



En effel, 

J(.\) = !gX 

f , (x)^Arctgx 



> =5 (Arc tit) U) = 



1 



cos : (<4'"<"'S v ) 
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<cax(tg)(x) = — V) 
COS" X 



Done (Arctg) (x) = COS 2 (Arc tg x) 



_ i cos 2 u 

Or cos'« = - — 



■» 



cos" «+ sin u sin" if L+ff « 



cos Jf 



Par suite (Arc/p) (x) = 



l+lg^CArc/g*) 1 + A- 2 " 

Remarque : 

En operant com me precedemment, on introduit la fonction 
Arccotg x:IR-* ]0, 7t[qui est la rdciproque de cotg : ]o. n[ -> IR. 

On a: U«««r)U)« 



-.v 



Theoreme ; 



V.ve IR: Arc tg x + Arc CO te .v = — 
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Exercices : 



I.- Resoudre les equations suivantes 
\)e 2 ' 4-2 if - 8 = 



2)e 2 '+e'* 1 =e'+e 



3) {Lo}>xf+2{Log.x)-S=0 

4) Log{3-x)- Log (x-2}H=0 

5) 2Log(.x+l)=Log3+Log{2x-\) 

6) log 2 .v + log,U+-4)=log : 5 

7)5" +6-5* +5=0 

II.- Determiner les limites des fonctions suivantes 

1) f{x)=— 4r P° ur v_>0 
2+e x 



i 
2) /(*)=*' pour .v-»-K» 



!H.-Calculer ladcrivecde : 



g (. V )=(.v--2.v+5)Z^g.Y : /i(.v)=.vexp 



'-x^ 



: k(x)=x< 



^ 
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IV.- Etudier et tracer la courbe representative des fonctions suivantes 

2) g(x) = e-<\ 4 

5) l(.x) = xe - 

3) h(x) = xLogx. 

6) m(x) = x x 



VI.- l)Simplifier OTS *~ COS> \ En ddduire rg — . 

sin jr+sin v 24 



«. c . .._ sinx+sinv _ .,. . In 
2) Simphfier — . En deduire rg — . 

cos.v + cosv 24 



VIL- 1) Demontrer que. pour les valeurs de x et y n'annulam pas les 

denominateurs. : rg x + rg y = sin v- y+ >/ 

cos* cosy 

2) En deduire Iecalculde: S = tg — -tg — -re — + /e — 

20 * 20 8 20 S 20 ' 

VIIL- Etudier les limites suivantes : 



, ^cosa-cosa-,, cosa-WW 
—.sm.r-sin.v„ * Ml & S= 



.v- 



- ,. V2COSA--1 6 

.-»; v2sin.v-I , .. cos 'a- 3 cos a + 2 
J 4. Iim 

r-M> f „I A . 
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IX.- Etudicr les variations et construire la courbe representative tie la 



1-cos.v 
fonction suivante : f (x) = 

1 + cos.v 



(On cherchera a simplifier f(x)) . 
X.-Calculer les expressions suivantes : 



1) sin 



Arcsin 



2 2, 
XI.-Demontrerque: 



2) Arcsin 



sin — 
, 3 



1 » 

.v>0, Arc tg x + A/r tg — = — 

x 2 



Si .v<0. An* tg x + Arc /g — = — . 

x 2 



XII.- Demontrer que Ton a, pour tout x reel : 



$myArctgx)= 



cos(Arctgx) = 



X 



i 

^/i77 ^ 



(on posera a = Arc tg x ). 

XIIL- Calculer la derivee de la fonction fix) = Arctg {e~ : * ). 
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XIV.- Resoudre dans IR les equations suivantes : 

1 ) Arcig x + Arc tg 2x = — 

4 

2) Arc sin x = Arc sin — + Arc sin — . 

5 13 

XV.- I) Ecrire la formule des accroissernents finis pour f(x) = Arctg J 
surun intervalle [<z,&]c[o, + <*>[. 



2) En d&luire l'inggalite suivante : Arctg x > — £— , \/x > 0. 

1 +x 2 ' 

3) Utiliser 1) pour d&Iuire la limitc suivante 

]im Arct8(e*)-Arcig[l+x) 
«-* e % -\-x 

X VL- Etudier et repnfsenter graphiquement les functions definies par : 

1) f(x) = -Arc$in{sm2x) 

*• 

2) g{x) = Arcsin-Jx-2 



3) h(x) - Arctg ' 



x 
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Chapitre 5: Suites de nombres reels 

I. Introduction : 

Les phenomenes economiques evoluent soil d'une facon continue 
(alors, ils sonl schematises ou mode Uses par des fonctions reelles 

V=/(.v) ) ou par « a-coups » c*est-a-dire « pas a pas », alors ils sont 

modelises par des suites numeriques ou suites de nombres reels. 

Aussi, I* etude de revolution de sysiemes economiques est 
fondee. le plus souvenu sur I'ordre chronolngique. A chacune des dales 
considerees. un resultat se trouve associe. relaiif au phenomene en cause. 

Pour la plupart des etudes de ce type les suites de nombres reels 
s'adaptcnt bien. 

1. Definition : 

Une suite numerique U est une application de IN ou une partie / de 
IN dans IR : 

U: M-*[R 

Alors la suite est dite de teime general U« . ou suite (£/»),*= /. v : ou 

simplement (Un). 

2. Remarque : 

• \Jnc suite pent etre finie ou infinie. 

• Si /cm fini, la suite (Un),,,-, est dite finie. 

• Si /est infinie. la suite (Ur)„_, est dite infinie. 
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• L'ensemble {{/nZ/ie/jest -dit 1'ensemble des valeurs de la suile 

(£/«)«,. 

• Si une suile est finie. I'ensemble de ses valeurs esi fini. Par 
contre. une suite infinie peut avoir un ensemble un ensemble de 
valeurs fini. 

3. Exemple : 

La suite if: JN—>lRde terrne general U»=(— 1)" est une suite infinie 

(car I=IN ). mais son ensemble de valeurs est fini : il ne peut prendre 
que deux valeurs let —1 (soit la paire {1,— 1} ) 

II. Suites croissantes et suites decroissantes : 

1. Definition : 

Soient net /??deux entiers naturels : n,ni€.IN ; et soil ((/*)»*/p une 

suite numerique. 

• (£/»)est une suite croissante si, et seulement si. 

\/fumeJN(n<m^U fl <U„) 

• (U«) cat une suite strictement croissante si. et seulement si, 
V/i,me IN (n<m=>U»<U,„) 

• (Un)cst une suite decroissante si, et seulement si. 
\fn ./;?€ IN (n>m =>£/„ <U.») 

• (t/r)est une suite strictement decroissante si. et seulement si. 

V/r . me IN (n>m=>U,> <£/*) . 

2. Exemple : 
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/ \ (2w + 

Montrons que [U n J„ e/V = — - 



n + z 



est une suite croissante. 



H: /V 



Phisieurs methodes de demonstration soni possibles : 
a) Methodes directes : 

' 2(»+l)+l 2n+l 

*•* "--"■TSTBir-sr 

_ 2/» + 3 2/i + 1 
"" a +3 « + 2 

(2n+3)(» + 2)-(/i + 3)(2n + l> 
(h + 2)(/j + 3) 



(w + 2)(/i + 3) 



>0 



Done, on a monlre que V/i e flV; £/„_, -U„ > 



Ou encore : 

= 2h + 3 = 2(m + 3) 3_ 

■*• m + 3 B+3 "/i + 3 



— _ 



3 



_ 2/1+1 = 2<n + 2> ^_ = 2 _ 

n " //+2 « + 2 /i +2 

Done Vn € W; t/ rt * t/„ 



3 3 

Puisque V«e m; 



«+3 

3 

y/ + 2 



/i + 3 n + 2 
D*oii. (l/ fl ) ^ est croissame. 



h) Methode par etude de function : 

(U„ ) m est de la forme t/„ = /'(// ) avec f(x) = 



2 v + 1 
Jt+l 
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Suites de nombres reels 




(jr+2) 3 



W+2T 



A 







+00 


f(x) 


+ 


f 


1/2 ■ 




2 



Done /est strictement croissante sur IR+. 
Ainsi; V/ie IN: /(w + l)> /(«) 

C*est-a-dire Vv/e//V; U„+ } kU n 

D ' oil - (i/J, ieA est croissante. 
3. Exerciee : 

Montrer de meme. par ces deux methodes, que ((J n ) = 






est 



d&roissante. 
4. Remarque : 

II cxiste des suites qui ne sont ni croissantes. ni decroissantes ; par 

exemple l^ n L A =(-l)'' n'est ni croissante. ni decroissante ( 



I Oft 
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III. Suite majorees, suites minorees et suites bornees : 

1. Definition : 

Une suite \U lt ) Kts est elite majoree si. settlement si, il existe 
M € IR\c\ que Vne IN; U a <M . 

Une suite \U tl ) ilEfN est elite minoree si. seulement si. il exisie 
me IR tel que V;; e IN: m <U n . 

Une Suite \U n ) mlN est dite bornee lorsqu'elle est a la Ibis majoree 

et minoree (e'est-a-dire lorsqu'il existe m, M 
eIR/VneIN;m<U„<M ). 

2. Exemple ; 

La encore plusieurs methodes sont possibles : ^ f\* i. --^ 

Methode directe : 

(V/ie /N). — > : done (c/ i( ) est minoree (par 0). 

. v 2/; + 1 2// -f 4 2(/f + 2) . 
[VneIN\U n = -< - = — = 2 : 

' " /i +2 » + 2 ;/ + 2 

done (l/„ ) fi . IK est majoree (par 2). 

Ainsia-t-on: (t/J,^ est bornee : (V//e W).() <t/„ < 2. 

Methode par elude tie fonction ; 



La suite [U-X, s = 



est bornee 
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2 v + 1 
Comme on a deja remarque U a = f(n) avec f(x) = — et le 



.v+2 



tableau dc variations de /'est le suivant 



x 



/ 







+x 



II 






Done; (V«€ W) ;-</(/;)< 2 

Soit ; (V/je7/V):-<t/ (i <2. 

2 

3. Remarque : 

On obtieni un encadrement de U rl plus fin par cette seconde 
methode. 

4. Exercice propose : 

IV. Limite d'une suite, suite convergente et suite 
divergente si n'fci^' p^ *° ^ * 

I. Definition : 

Soit la suite de nombres reels U: 1N—)IR 

n h-> V., 



Montrcr de meme. par ces deux methodes que 



est 



I OS 
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La suite ({/n)est dite convergente et de limite I si, quel que soit le 

nombrc positif 6 , il existe un rang A a partir duquel. Pecan entre Un et 

i ne depasse pas £ . 

Aussi. la suite (£/«) est dite convergente et converge vei's la limite ^si 

quel que soit £ , reel strictement positif fixe, si « petit » soit-il, il existe 

un rang A , si « grand » soit-il, des que n depasse A , on est assure que 

l'ecart entre Un et t ne depasse pas £. Cest-a-dire U>. s'approche trop 

de i pour n « assez-grand ». 

Ce qui se traduit par la relation suivante : 



V£>Q,3AeIN,n>A 



<£ 



Vn-f 

On ecrit : Un ^rri? ou l\m(Un)=t 

n— t-so 

Et on lit : Un tend vers f . quand n tend vers +00 , ou la limite de (U„) 

est i quand n tend vers +00 . 

Une suite non convergente est dite divergente. Une suite divergente est 

une suite qui n'admet pas de limite ou sa limite est infinie. 

Une suite (t/..) a une limite infinie si, et seulement si, pour tout K reel 

fixe, si grand soit-il. des que n est assez grand, on est assure que Un est 

superieur a K . 

En terme plus precis : 

On dit qu*une suite (Un) tend vei's -H» quand // tend -H» si. et 

seulement si, pour lout K . reel fixe, il existe A , entier naturek tel que 
pour tout fl superieur a A. le terme Un est superieur a K. 
Ce qui s'ecrit : 
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\\m(Un)=+™&(VK>m(3AeIN)(Vn>A=>Un>K) 
2. Exemples : 



P.L -\ e ") .converge versO (car on a : lim (e'") = 0). 
k L/v = (" Lift diverge (car on a : lim (n) = +~ ). 
(^/.v) = ((-l)"L„. dive, BC (car on a: Urn (-1)" iTexiste 



r fl€/V 



n —I +i«g 



pas puisque(— l)" = < 



I si n pair 



-1 « n impair 
Pour tout reel ^ non Old, on a : 



)• 



3. Etude de la suite avec 



Si 



• Si 



a 



a 



<1 alors lim(/j" ) = 
>1 alors lim in ) =-+-<» 



n — * +»" 



• Si # -1 , la suite ( q') esi convergente (constante) et egale a I . 

• Si d =— 1, la suite (q") esi egale & 1 ou — I selon la parite de 
Tentier naturel ft . 

V. Theoremes generaux et applications : 
1. Theoreme fundamental : 

• Toute suite croissante et majoree est convergente. 

• Toute suite deeroissante et minoree est convergente. 



no 
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2. Explication : 

• Si fan )mm esl suile croissante el majoree P ar M< alors : 
V l <U 2 <U } <--><U„ £V m <-<M (les U„ finissent par 
« s'agglomerer » et la limite sera un majorant de la suite). 

• Si (u„ ) /1€/v est suite decroissante et minoree par n\ alors : 
U, >U 2 >U, >--->U n >U^ >-->w;(les U H finissent par 

« s'agglomerer » et la limite sera un minorant de la suite). 

3. Exetnple : 

Montrons que la suite de terme general 



1111 11^1 
// = J_ + _ + _ + _ + ...+ + _=> _ est convergente. 

" 0! 1! 2! 3! («-D! n\ hk\ 

• Cette suite est croissante, en effet ; 



• Elle est majoree, en effet ; 
U " 0! 1! 2! 3! n! 2 2.2 L2...2 & 2 J 



ii —Ifim 



= 1 + 



i- 1 

2" 



I 
(car — = 



k\ 2x3x—xA 2 A1 



in 
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l- 



Donc U .. <l + 



2" 



= 1 + 2 



1- 



V 2 ", 



= 3 r<3. 



P--I 



Ainsi (\/neIN).U„ < 3. 

\U- L;.v est croissanie et majoree. Done, elle converge. 

On remarque que le majorant trouve\ 3, n'esi pas la limite de la suite 

fPmhm 'enfait. lim ((/„ ) = e). 



n —t +m 



4. Propriete : 

Une suite croissante, mais non majoree tend vers +x. 
Une suite decroissante, mais non minorge tend vers -co. 

5. Theoreme des suites adjacentes : 

a. Definition et theoreme : 

W# L/v el W» L/.v sonl dilcs adjacentes lorsque : 
• Vm) m m est croissante. 

• (V, ) mm est decroissante. 

• lim(v„-t/J=0 

Dans ce cas ces suites convergent et ont meme limite. 

b. Explication : 

(U n ) croissante, ( V„) decroissante. lim IV -U )=0et /est la limite 

commune : 

U x <U : <U,<-<L\,<U^<-<l<--<V^<V ir < <V : <V, 
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c. Exercice propose: 

Soient (t/ ( ,Let(vJ rt?| denies par: 

U u ■!+—+•« + — login) i 

2 n 

2 n 

1 ) Etudier le signe des fonction f et g definies sur par : 

i 
x 
f(x) = Lt>g(l+x)-x et #U) = Log(\ + x)- — — 

* 

2) Montrerque (u„)„ it estdecroissanteet (v„ )„„ croissante. 

3) Montrer que (u„ ) n2l et (v„ )„ 2I convergent vers une meme limite 

(qu'on ne demande pas de calculer) 
6. Theoremes d'encadrements : 
Theoreme 1 : 
Soient (U n ) m „ ; (v„ ) mm et (w„ ) mlli trois suites de nombres reels. 

Si V«e IN; U n < V„ <W„ et ((/„L, v et (lV„ ) wM convergent avec 

limt/,, = limVV, =/e 1R :alors (v„ )„,.„ converge et JunK, =/- 

Theoreme 2 : 

Soient [u,\ efS ; (v„ ),^ v deux suites de nombres reels. 

Si V/ieW: t/„ SV a et lira U n ==4«,alors lim V„ =-k». 

Theoreme 3 : 

Soient ((/„L V ; (V„ L- deux suites de nombres reels. 
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Si Vn€/iV; £/„ <V„et lim V n = -<x>. u iors lim(/ =^o. 

Remarque : 

Par passage a la limite les inegalites se conservent (consequence des trois 
theoremes precedents) mais il taut noter que les inegalites strictes se 
transformcnl en inegalites largcs : 

Si (V*e //V), on a U n < V n alors lim U„ < lim V lt (on n'a pas 
necessairement lim U < lim V ) 



«— »•*-** 



H< **— 



Contre-exemple : 

(V«€ flV) on a t/„ = — !— < V = — ; mais 

n + 2 /; + 1 

limU. =0< limV =0 

7. Critere de Cauchy, suites de Cauchy : 
Theoreme : 

Soil (^L,.v une suite convergente, alors lim (f/ -£/ )=0 

Verification : 

Si limtf = lim £/ = /e //?. alors lim ({/ -{/ )=/-/ = n 

En particulier : 

Pour^=;;et/J=2/;. on a : lifflfc/, -(/ )=0. 

Remarques : 

• Cette propriete est fausse si (u „ ) w n"esi pas convergence 
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Par exemple : Pour ne IN* 

Soil (U n ) mm = {Log n) mm * qui tend vers +oo, on a : 

Iim(f7 .„-£/„) = Y\m(Log2n-L<>gn)= lira Log — } = Log2*Q 

• Cette propriete est parfois utilisee pour voir qu'une suite n'est pas 
convergente ; si, par exemple : lim [U Zn -l/„ )* alors 



Exercicc propose : 

Montrer que la suite de terme generate 

U = _ + _ + _ + _ + ...+ H — = Y — verifie le critfcre de 

" 0! 1! 2! 3! (»"!)! //! So*! 

Cauchy. 

VI. Suites arithmetiques et suites geometriques : 

1. Suites arithmetiques 

a) Definition : 

On appelle suite arithmetique de nombres r£els, toute suite reelle (LA.) 

telle que ; 3r€//?tel que V/ie/AT \U^\-Un = r. 

Le nombre reel r est alors appele « raison de la suite arithmetique ». 

b) Remarque : 

11 resulte de la definition qu'une telle suite est determinee des que Ton 

fixe le premier terme ( U<> ou U\ par exemple) et la raison r . 
On a : U..*\ =(/« + r et U«=Un i +r 
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On dcduit : C/«= - 

Done Uh est la moyenne arithmeiique de U*-\ el U#m . termes qui 
encadrcnl U* . D'ofi le noni de « suite arithmeiique ». 

c) Complements : 

Le mot « Raison » vient du latin ratio (qui veut dire : calcul. compte. 
mesure. faculte de juger. moliO qui a donne egalement ration, ralionnel, 
et, plus recemment. ratio (en passant par f Anglais) au sens d'indice 
exprimant le rapport de deux grandeurs, en Comptabilite et Gestion. 

d) Ecriture generate d'une suite arithmetique : 

Soil une suite arithmetique (£/„) de raison r et de premier terme U\=a , 

avec OElR. 

Le premier terme a est appele la base de la suite. 

Uz=a+r 

£/3=£/:+r=tH-r+r=<:/+2r 

■ 



Un=a+{n-\)r 



e) Somme des termes d^une suite arithmetique : 
Soil Sn la somme des n premiers termes d'une suite arithmetique: 

Rempla^ons les dilTerents termes par Icurs valeurs : 

no 
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S,.=a+(fl+r)+(tf+2r)+(a+3r)+. . .+(a+(n-l )r) 
Dans l'ordre inverse, on obtient : 

S„=U„+( [/„-/■)+. . .+(a+2r)+(a +/■)+# 
Maintenant, faisons la somme des termes : 

2Sn=(Un+a)+{U„+a)+...+{V»+a)="(V*+<*) 



D'oii 



r _ n{U„+a) 

On — !T 



oil ft est le nombre de terrnes que Ton somme. 
a = U\ est le premier terme ou la base. 

Un est le dernier terme. 

2. Suites geometriques : 

a) Definition : 

On appelle suite geom&rique de nombres reels, toute suite reelle {U») 

telle que : 3qe IR tel que V/ie flV ; U*+\ = qU» 

Le nombre reel q est alors appeld « raison de la suite geometrique ». 

b) Remarque : 

Une telle suite est determinee d£s que Ton fixe le premier terme (C/o ou 

U\ par exemple) et la raison q . 

De: U,^ = qU„ et U» = qU»-i 



On deduit : \U .\=y]U »-\ xL/,-i 

Done, chaque terme est la moyenne geometrique des deux termes qu 

Pencadrcnt. D'oii le nom de « suite geometrique ». 
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c) Ecriture generate d'une suite geometrique : 
Soit OElR le premier terme d v une suite geometrique (£/„)de raison q 

Ui=qa 

U \=qU 2=q qa=q 2 a 



Un=qU>,-i=q(q n - 2 )a 



Un=q"-'a 



d) Somme des termes d'une suite geometriques : 

Soit 5« la somme des n premiers termes d'une suite geometrique (U«) 

Sn=UxW2+...MJn=Yp, 

Rempla^ons les differents termes par leurs valeurs : 
S„=a+qa+...+q n - x a 

Mors qSn=q n a+q»- l a+...+qa . 

Done Sn—qSn=a-q n a 

C'est-a-dire S,( l~q)=a( l-q") 

Soit. si q*\ . 




Si q~\ . il est imniediat que S/.=/7al 
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ou n est le nombre de termes que Ton somme. 
a =(J\ est le premier terme ou la base. 
Et glaraison. 

VII. Suites recurrentes : 
1. Definition : 

Une suite rtcurrente est une suite numerique \U„ ) /l€/v de la forme : 

U Q dotrni 

( * ou lest une fonction. 

R tI =/W 



2. Exemple 1 : 

Les suites de type 



U (i =Ae IR donne 



; avec a et b deux reels 

{U^=aU^b-yneIN 

donnes, sont des suites recurrentes ou la fonction estf(x)=ax+b. 
On les appelle, parfois, des suites arithmetico-geometriques. 

3. Remarque : 

Pour etudier la convergence d'une suite recurrente, on tentera d'utiliser 
le theoreme fondamental, c'est-a-dire «Toute suite croissante et 
majoree, est convergente... » 

La difficulte reside done dans la recherche d'un minorant ou d'un 
majorant el r elude de la monotonie de la suite. 

4. Exemple 2 : 



s ° ii (^»L/> d ^ finic P ar < 



U ti =a>0 

U .. 1+0 

2M 



I* 



Montrons que (\fn€ IN *\ U„ > I . 
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Ona: (V/ie/W*): U |- l + t/ -' 



JbM„ 

Done (V ne flV *), £/ n > I 

5. Theortme : 

Si /est une fonction croissante, la suite recurrente (t/ n ) #(elv dfifinie par 

"** = f[U n ) est monotone. 

Ainsi. si t/ <[/, ; {U n )^ /S est croissante. 

si U >l) x ;([/J^ w estd&roissante. 

6. Determination de la limite d'une suite recurrente 
convergent* : 

a) Theoreme : 

Soil f une fonction continue. 



Si on sait que \U n ) m definie par :• 



U {) donne 

t \ est convergente. alors 



sa limite / verifie :/( / ;=/. 

b) Demonstration : 

La suite [U „ ) rje/% est convergente. alors lim C/_.. = lun U = / 
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Mais lira U„ A = lim /(t/ B )= /(lim U M ) cur f est continue. 

Done lim t/„., = /(/J : D'ou/( / )=/. 

c) Remarque : 

Ce theoreme permet de calculer la limite I de la Suite \fJ n ) mW a 
condition d'avoir prealablement montre qu'elle est convergente. II ne 

permet pas d'etablir que (u n ) mm est convergente. 

([/equation / i,x)=x pourrait avoir une solution sans que [OJ^ 
converge !) 

Exercices : 

L Une suite arithmetique a 10 termes. Le 4 imc terme est 20 . Le 9* mc 

terme est 80. Calculer la raison de cette suite, son premier terme 

et la somme de ses termes. , , 

II. Calculer la somme des nombres formes de deux chilfres. ^ w * 

III. On considere une suite arithmetique ((/..)« >i telle que la somme 
des 5 premiers termes soil egale a KM) et que le premier terme soit 
egale aii triple du cinquicme terme. 

1 . Calculer la raison et les 5 premiers termes de cette suite. 

2. Determiner le rang du terme qui est egale a —70. e'est-a- 
dire calculer // tel que (/.=— 70. 

3. Calculer la somme des n premiers termes sachant que 

IV.- Determiner la raison q d'une suite geometrique dont les trois 

premiers tonnes sonl lies par la relation U >=£/i+l/: . 
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V-- 1} Soient V^V: Vm les m premiers ternies d'une suite 

ariihmctique de raison d . Donner l'expression du m™ terme 
Vm de cette suite, en fonction.de V\ % d et in . 

2) Soil one suite de nombres definie commc suit : Ut = € Xl pour 
*={l,2,...,w} 

Verifier que les nombres U< formeni une suite geomeirique dont il 
faudra preciser les caracteristiques. e'est-a-dire le premier terme 
et la raison q . en fonction de Vt et d . 

3) Donner la somme Sm=£A +(/:+...+£/», en fonction de M,rfet 

in. 

Preciser les valcurs de d pour lcsquelles la somme admet une 
I unite quand tn tend vers -foo. 

4) Prcnons Vi=0 et d=-\ ; calculer alors le /w^terme U m et 
la somme Sm % en fonction de m . ainsi que la limite de X» quand 

VI.- Soit un phenomene eeonomiquc (population d'un pays, revenu 
national, montant d'un livret de eaisse d'epargne....). Xo le nombre 
attache a ce phenomene initiaiement et X* sa valeur atl bout de fi 
annees. On appelle taux de croissanee du phenomene le rapport 



X* 

On suppose / constant et /IE IN 
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1. Montrer que la suite (*»)*/v est une suite geometrique. Calculer 
Xn en fonction de .v<>, /et n . 

2. Le laux de croissance t d'une population est de 6% . Au bout de 
combien d'ann^es. la population a- t-elle double ? triple ? 

VII.- Pour les previsions du logement dans une nouvelle ville, on prevoit 
au d£but (2005) 600 000 habitants et un logemenl pour 5 personnes. Le 
taux de croissance de la population est de 3% par an. 

1. Quelle est la nature de la suite (en logemenl). Donner son 
premier terme et sa raison. 

2. Combien de logement faul-il prevoir en 2008 ? 

3. En quelle annee faut-il prevoir le double du nombre de logement 
du debut ? 

On donne : Log2=Q.69 et U)g{ 1.03)=0.03 

VIII.- Soit une suite geometrique (£/..) dont tous les termes sont positifs. 
On donne: 



i' 



f/ t x£A=144 

.+£/ 2 +f/ 3 =63 



1 . Determiner cette suite. 

2. Calculer U.,en fonclion de n . ainsi que la somme 
&r =£/| +(/:+...+£/« .Cette somme a-t-elle une limite quand n 
tend vers -H» ? 

3. Quel est le rang du premier terme de la suite (Un) qui est 

inlerieur a 0.0003? 
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4. Montrer que la suite (V«) deiinie par Vn =log U* est une suite 
arithmctique. (ou log designc le logarithme decimal). 

_| .y « + ! 

(^1^)- Montrer que la suite " + 2 esl bornee. 

Est-elle convergente ? 
X.- Determiner la nature des suites definies ci-dessous par leur terme 
jieneral // : 



I- it. = 



Log n 



" V^T' 



2- u a V/r + 3«-/i. 



3- w = 



S" 



l+- 



4- U = 



A 



2 + n 



XI. On considere la suite («„)_«, dermic pur; 



«,.=- 



2u 



«„+■=-— fr (v,reW*) 



I) Montrer que [uJ Mlfi est bien definie et que I'on a: 



(VneIN). -!<„,. <|. 






2) Montrer que (»„ ) 1ICA . esl monotone. 

3) En deduire qu'elle est convergente, 7h . f.e^° 

4) Determiner sali mile. 
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X II. On eonsidere la suite (« ) m definie par : 



3 



ft ,=-«-+—. 
It 



*n*l ^ 



1) Monlerque (Vn€ W)-»„ £V2 

2) Montrerque (h»)««w est clecroissante. 

3) En deduireque {u n ) mfN est convergente. 

4) Determiner sa limite. 

XIII. Considerons les deux suites de nombres reels (w „),*«• el 

(vX™ denies par: 



» =1 +— +— +....+— 
1! 2! ;i! 



et 



K = u * + 



rt(n! 



*c 



Monter que ces deux suites sonl convergentes el ont la nieme limite. 
XIV.- Soient [u H ) mllS ei (v n )^ /Y deux suites de nombres reels definies 

par: u u = 1 +- + ••• + -- Logn 
2 n 

et v a = !+-+• + — Log{n + \) 

2 n 

1 )Etudier le signe de / et g deux fonclions definies sur ]-l.+°°[ par : 



u 



T?eM 



2 |En deduireque (u i( ^ /v decroissante et (O,** croissanle. 

3)Montrer que (tfJw/A el i v *)m* WBVttgeiH vers line meme limite Tf 

(qu*on ne demande pas de caleuler). 

N 
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Chapitre 6: 



Calcul Integral 



I-. Introduction. Fonctions en escalier : 

Soit. parexemple. la fonction /definie sur Piniervalle [0,5]par: 



< 



/(.*) = 2 


si 


x<= [0. 2[ 


/(.v) = l 


si 


«M 


f(*) = \ 


si 


.ve[3,5] 



doni la representation graphique est : 









^ 








2 








i 








Cs 






1 

1/2 






L 








i 


.V 





1 

1 


2 


1 

3 




1 

4 


5 






On dit que / est ime fonction en escalier definie sur [0, 5] 

Le probleme est de calculer la surface comprise entre la courbe de /'et 

I'axe des X ; e'est-u-dire celle des trois rectangles duns cet exemple ; 
alorson a ; 
S = surface eherchee = somme des surfaces de ces rectangles 

= surface de T'' rectangle + surface de 2? m rectangle + surface de 3 c ' n,L ' 
rectangle, 



Osi'-fVW* 
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= Longueur 1 XLargeur I + Longueur 2 XLargeur 2 + Longueur 3 

xLaraeur 3 

•— 

= 2 X2 + 1X1+ 2xjr = 4 + 1 + 1 = 6 unites de surface 

On voit que le calcul de la surface est facil lorsqu'elle est delimit^ par 
des segments de droite. Mais, si on a a calculer l'aire delimitee par des 
courbes quelconques et des droites du plan, le probleme serait moms 
facil. Mors, on utilise le calcul integral pour calculer ce type d'aires. 
II- Primitives d'une fonction : 

1) Definition: 

Soient /et F deux fonctions definies sur un intervalle / ouvert ou 

ferme. On dit que F est une primitive de / sur / si et seulement si F est 
derivable sur /et a pour fonction derivee sur /la fonction/. C'est-i- 
dire F'=f 

• Si F est une primitive de / . alors toute autre primitive de /est 
de type F+C. ou Cest une constante reelle. 

• Une primitive quelconque de A'h-»/(.v)se notera J ,/ (x) dx . on 

Tappelle aussi intcerale indefinie. 
Nous supposons. par la suite, que lcs fonctions considerees sont 

continues sur un intervalle / . 

2) Integrate d'une fonction continue sur [</,/?]: 

Soil /une fonction continue et admettent une primitive Fsur un 
intervalle [cub]. On appelle integrate de la fonction /de ah b. le 
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nombre ^ f (x)dx= F (a)- F(b) que Ion nole aussi [F(x)Jqui est 

independant du choix de la primitive F . 
Ill- Proprietes de Tintegrale : 

Soienl fet g deux fonctions continues sur unintervalle reel [aji] : 

I) [f{x)dx= [F(a)1; =F(a)-F(a)=0 
2)[f(x)dv=[F(x)l=F(b)-F(a)=AF^ 

3) Vrefci,/>]; [f(x)dx=£f(x)dx+\*f(x)dx (Relation de 
Chasles) 

(Linearite) 

5) />0 sur [ff.fr] =>£/(*)rf.v>0 

/<# sur [ff.fr] =>£/ (xUt.x>jj(x)clx 



6) 



f./(.V) < /A|<£|/(.V)|ff'.V 



7) m<f<M sur \a,b]=»m^~ff(x)dx<M 

o— ff J " ■ 

Le r6d 5-^1/ W« estappele la valeur movenne de /sur [ff.fr]. 
8) 3re[ff,fr],el q ue /(,-,= JL-fj {x)dx (Formulede la movenne, 
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IV- Interpretation graphique de l'integrale: Calcul d'aires. 

• Si / est une fonction continue et positive sur \Q,b\ ; (a <b)> 

• alors Tintegrale j f(x)dxest I'aire de la partie du plan, rapporte 

aun repere orthogonal, definiepar T0<~<~/7r^ 




a b 

Si /est une fonction continue et negative sur [ci,b\ ; [a <b) 9 
alors Taire de la partie du plan, rapportd a un repere orthogonal. 

definie par J * ?^j < y <q esl l'integrale -^f(x)dx 
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Si /et gsont deux fonclions definies et continues sur 
rintervalle [cub] ; (a<b), telles que : Vxe [a*b]i f(x)<g{x) 
alors Faire de la partie du plan, rapporte a un rep£re orthogonal, 



definie par 



{ 



>' 




a 



b 



*■ x 
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Remarque : 

Si la fonction /change de signe sur Tintervalle \_a,b\ \a<h) il faut. 

avant d'appliquer les resultats precedents, partager Tintervalle [fl,£jen 
des intervalles sur lesquels la fonction / a un signe constant. 
Sur le graphique suivant l'aire de la partie hachur6e est 




V- Fonction definie par une integrate : 

Si /est une fonction continue sur [a J?], la fonction F«, definie sur 

[ajj]pdt Fa(x)=\ X f(t)dtesl continue et derivable sur [tub] ; Vtfreel 
fixe de [a.h] : V.vreel de [m t b\ la fonction derivee de Fa est /et 
/v/est une primitive de / . 
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Remarque : Fa(a)=^f(t)dt=Q 

VI- Primitives usuelies ; 



Conditions 



Fonc 



.Sur IK 
Sur IK 



tions 







Primitives 



C (Constante) 



CI (Constante 



Sur IR si ae 1 

Sur HP si Rentier 
<-l 

Sur //?; si 
coe (IR—7/) 



X 



Sur//?* 



Sur //?-{-"} 



Sur Jf/, +oo[ 



Sur//? 
06 //?:-{!) 



Sur//? 



Sur //?-{].-!} 



/et gontdes 

primitives F $\G sur 
un intervalle / 



^ reel donne. /a 

rimitive /-* sur/ 



OIL 



/el goni pour 

Iderivee /'et g'sur/ 



fljc+C 



A* 



rCT 



a+I 



+ C 
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/a pour derivee 


/*/' 


■ 1 C 


/'et /"est d£finie 
sur I et Ofr\ 




«+l +C 


/a pour derivee 

/'sur/et /ne 

s'annule passur/ 




Log\f\+C 


/a pour derivee 
/'sur/ 


/'exp(/) 


exp(/)+C 



VIL- Methodes d'integration : 

1) Methode directe : 

Elle consiste a trouver une primitive de la fonction a int^grer (a partir du 
tableau precedent, parexemple). 
Exemples : 

. J=?e-*d.K=\-eA=-e->-{-e '0=1-^ 
Jo L *> e 

2) Integration par parties : 

Soient /et gdeux fonctions admettant des derivees continues sur un 

intervalle reel [«,£>]. 0n sail <J ue if *?)' = / 'g +/ 8* 
^](fgYdx-=]f'gdx+]fg'dx 



a 



a 



)fg'dx=\f S l-\f'gdx 



<l 
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Exemples : 

• Calculer /= t^&dx 

Jo £\ 

Posons /(x)=x+l et g'(x)=-^ = e- 



Alors /"U)=l et £(.v)=-," l = — L 



J 5 _. - 



H* tc v \ 2 *** i 



/ = 



-(-v+1) 









/(*)=* et ^•(-v)=2 1 = e , ^ s2 



alors/'(.v)=l et 



Log 2 Log 2 



J= 



x 2 



J= 



Log 2 

1 



-ii 



-fc^2 f/v 



Lo# 2 Lop 2 



l_fS.Wv._2 



-jj'2'dx 

i 7 Jo 



l 



Log 2 Log 2 



2" 



nl 



Log 2 



=_2_ 



I 



Log 2 Log 2 

__2 1 



r 



K Log2 Log 2 J 



I _2Log2-\ 



Log 2 Log! Log 2 ( L ^ 2 )- , 

3) I ntegral ion par changement de variables : 

Soil f une fonction reelle continue surun intervalle [a.b]. 
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On a & calculer /=[ / (x)dx . 

On considere alors une fonction u continue, derivable et de de>iv6e 
continue sur un intervalle \(X,0\ lei que u([a, /?] H a *^I et on a : 

u((X)=aei u(fi)=b. En fait done la transformation ,v=u(f)dans 

■ 

rintdgrale / ; 

Si .r=flalors u(t)=a done t=€tet si JC=fcalors w(f)=fcdonc r=/fet 

u%i)dt=dx 

Par suite l=fj(u{t))u\t)dt 
Exemple : 



Calculer en utilisant un changement de variable : j^2x—\dx 



On pose u=fix-l=>du= -M u dx 



dx=udu 



Lorsque .r=5 u^fcj^ = ^9=3 
jc=1 u=^=fi =] 

I 

4) Integration des fractions rationnelles : 

Pour calculer une integrate de la forme : J 



5 3 -' 

Done y2x-\dx= \u • u du = \u 2 du ■ 



_ 
3 



-27_1 = 26 
3 3 3 



(Kx) 
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ou P et Q sont deux polynomes reels, il faut proceder a la 

P(x) 
decomposition de ' (qu'on appelle fraction rationnelle) en elements 

simples a integrer. 

La methode est la suivante : 

• D'abord. on determine les racines .v,,.r 2 ,.v 3 ,...,.*r delafonction 
polynome Q et on Tecrit sous la 

form 

ou les polynomes de degre 2 n'ont pas dcracines reelles. 

• La fonction -*j se decompose en une somme d'eldments de trois 

types : 

1. Une panic polynomial E(x)qu*on appelle partie entiere 
(si deg/^deg^) ) 

2. Des elements dits de premiere- espece du type : 

TFTF 

ou Is prendra les valeurs 1,2 n, (/=l,2,...,r) 

3. Des elements dits de seconde espece du type: 
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oil lj prendra successivemerU les valeurs 

l,2 f ..„m ; (y=l,2 t ...,5) 

Les polynomes du second degre n'om pas de racines reelles 
car leur discriminant A=p;-4<J;<0 V ;*= 1,2,..., S 

Exemples : 

f JM , 
1 .- Calculer V integrate indefime suivante : J x i_ x -2 

POO 

polynomial dans la decomposition de Q( ^ • 

. n(x) . Onr6 S outQW=0~* 2 -*- 2 - 

LeS racines de Q W ■ ^^ _ 4x( _ 2)=l+8 =9>0 

. = idU-l et x 2 =^=2 
=* deux racines reelles distmctes * 2 



[ npeutdoncecnre(2(-V)=(^)(^ 2 > 

J Done la decomposition de Q{x) v 2_ A -2 






On va determiner 
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Q(x) on obtient : 



JC»+1 


x 3 -x-2 


x'-^-lv 


A+l 


x 2 -x-2 




3x+3 





avec /?(a)=3.v+3 






**»£&.. 



ecv) 



=x+l+-Jl 



^n^2 = ^+'. / , „,- 



*W- 3(.r+I) 
Rnalement ^(x) 



Qiv) 






I 



Q<*r* +l ^ 



er 



on 



feri*" 8 ^ 



*£)* 



a 2 

=^r+x 



F^™*Mk? 



* CeS,U " e ^tantearbi ( ra, r e 



mtegre 
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■ 



8.V+6 



r o.i-ru - 
2.- Culculer V integralc indefinie suivante : 1/ -ufil 



POc) 



Cette integrale est de la forme yjr? dx avec P(v)-8.r+6 et 

Q(x)={x-2j 

On a degP=\ et deg£>=3 done degP<deg£? 

D'ou il n*y a pas de parlie polynomials 

Q(jc)est deja factorisee Q(x)=(x-2) ; la decomposition est de la 



forme 



^CO = _fl_ + _^ 



Q(x) x-2 ( x - 2 f (x-2j 
on va determiner a,be\ c par passage aux limites 



pour a : 
8.V+6 _«. 



L+^ 



(a-2) s x-2 (.v-2) 2 (x-lf 



8.v+6 _„ ■ b ■ _c_ 



, §£t§ fc £_ 

'"(*-2f -v-2 (A - 2 y 



d= lim 

v _♦ +00 



S.v+6 b c 

(,-2f -v-2 ( x - 2 f 



< 



a = lim 

1 -» t- 



A" A .V : 



(le rapports des termes du plus 



haul desire) 



m 
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«=o 



F5)=" + I^2] 



_ 8.V+6 c 



pour b ; 

j^=«(.v-2)+/;+^ or a=0. done **±b=b+^ 

d'oii /? = ~-;_^' - -p^- ci par passage a la limite 

fr« lim fatf -- C-L| 

r -, +00 \ x— 2 .v— 2 ' 

pourc : 

8a-+6 = a (x-2) 2 + b(x-2) + c , mais « = ei b = 8 

=>8.v+6 = 8(.v-2)+c 



c=22 



rv ■ />U) - < S , 22 

D ou „ . . = - — -, -I 



2« (.x-lf (x-lf 
8.v+6 j„_f s 



;i l ors f 8x+6 dx = _=L_±. 2 i ! + r _ -8 11 , r 

°°Vtf *" 2 2 "(.v-2) :+C "-v-2 (,"27 

oil C cm une constante reelle quelconque. 
VUI.-Complenients : 
I'ropriete : 

Si / est definie, continue, sur un iniervalle \i.b] par exemple, non 

definie en a , mais* admeiuint un prolongement par continuity en a . alors 

6 

[/ (A~)<7.vexiste encore. 
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Cette integrate se culcule alors par passage a la limite 

\f(x)dx = lim \f(x)dx. 

J or -»«+ J 



a a 

Exemple : 



Justifier l'existence et donner la valeur de jXLog X dx 

o 

La fonclion XHtxLog .vest definie. continue sur ]0, l], non definie en 
0, maisona lim x Lag x=0 



.»-»<>■ 




-ye 



Ainsi g: //?"->//? 

xb+xLagx si .v>0 

0»->0 

g est le prolongement par continuite (adroite) de / en 

i 
Par suite. \xLog X dxesi bien definie. existe. 



ii 
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> i i 

On a J x Log x dx=Um jx Loo x fa et on caIcu!e J v Log x dx 

Exerciccs : 

I.- Calculer Jes integrates definics suivantes : 

I) r=jx*Logxdx 

i 

Z>J=l-JL-dx 

3) K- j Log xdx 

II.- Calculer les integrates suivantes en uiilisant I'integraiion par parties : 



r+» Log x 



, ^a 



dx 



2, J=(jt(e<'fdx 



III.- Calculer les iiitCgralw. .suivantes en utilisant tin changement de 
variables : 



J| xLogx+x 



2) ^=^+Logxdx 

IV.- Calculer les integrates suivantes : 

r: 2.V : -+ 2.V+ 2 
■I' .V-+1 



I] 



dx 



Jo 



<// 



Mrfr-2) 
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J a-Ha-'+.V' 1 

f 5 1 

V,- Calculer les integrates suivantes : 

nfctgxix 

2) F JUL* 

Jo COS" -V 

3) f x 2 Arctg xdx 
Jo 

VI.-l) Eludier la fonction /suivante el tracer sa courbe representative 

(c). 



/(*)= 



x 



1-A- 



2) Calculer I" integrate definie £ / (a) dx avec 1< a < b . 

?,) Calculer 1'aire A(X) delimited par la courbe (C), l'axe Ox et les 

droites d'equation A = 2 et X= X (avec X >2). 

Quelle est la limite de A(X) lorsquc % tend vers plus linfini ? 

VH.-Pour ne WV , on pose '„ = J n - v f ' " v ■ 

1) Calculer /(i et/;. 

2 > Montrer que /„ est finie et strietement positive. 

3) Calculer /„*/ en fonction de /„. Calculer h el '-<■ 
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4) Deduire / = f(— Jr 3 + 2.v : -xY'dx. 

VIII.- Pour ne IN. on pose: / B =£-sin\r</v el J„ *(*CQ& n xdx< 

\) Calculer /,>et/,. 
2) Montrer que ! n -J n . 



n- 



3) Etablir la relation ; I n = / ;i _ 2 . deduire In en fonciion de I ou 

n 

//. 

4) Montrer que /„,, < I n et deduire que Iim-^-=l. 

It 

IX.- Pour tout eritier naturel /;. on pose : I = \** } (x+ i)e~*dx . 
1> Montrer ["existence de la suite (/ ) „,. 

2) A Taide d'une integration par parties, calculer /„ en fonction de n. 

3) Etudier la convergence de la suite (l ) 

*- * " ' lie WV ' 

n 

4) Pour tout entier nature! n. on pose : S tt = V I k m 

ft-0 

a. Calculer S„ en fonction de //. 

b. Determiner la limite de $ a quand n tend vers +oo. 
X-- On considere la suite U„) definie dans IN* par : J ,. = fV',/, . 

I) Montrer que la suite (7„) est une suite gfom&rique dont on 
determiners la raison el le premier tenne. 



2) On pose S„ =j^J, neW* 

Calculer 5„ et determiner sa limite quand // tend vers +x. 
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des Licences fondamentales. 
Le but de ce cours est de fournir aux etudiants des 
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